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Einleitung

Vom heimischen Herd bis zur NASA-Mission auf dem Mars finden sich im mo-
dernen Leben elektrische Schaltungen und iibernehmen die unterschiedlichsten
Aufgaben. In der digitalen Armbanduhr etwa fungieren elektrische Schwingkreise
als Taktgeber, im Rundfunkgerit werden eingehende Signale verstirkt, gefiltert,
weitergeleitet. So verschieden die Funktionsweisen elektrischer Schaltungen auch
sind, ihre Ausgangssignale liegen immer in Form von Spannungsabfillen vor.

Bevor neu entwickelte Schaltungen ihrer Bestimmung zugefiihrt werden, muss
geklirt werden, ob sie die Anforderungen erfiillen, die sie erfiillen miissen. D. h.
es ist anhand von Tests zu untersuchen, ob die Ausgangssignale den erwarteten
entsprechen.

Nun sind moderne elektrische Netzwerke so komplex, dass es unméglich wire,
ihr quantitatives und qualitatives Verhalten am realen Prototypen zu studieren.
Die mathematische Modellbildung stellt zusammen mit der numerischen
Simulation ein Werkzeug dar, die Funktionsweise eines Netzwerkes vor dessen
tatsdchlicher realer Konstruktion zu bestimmen und somit iiber seine Umsetzung
zu entscheiden.

Die Aufgabe, Netzwerktopologien — die Verkniipfungen unterschiedlicher Bau-
teile — auf ein mathematisches Modell abzubilden, {ibernehmen hierbei industri-
elle Simulationspakete. Bei dieser automatischen Konstruktion von Netzwerkglei-
chungen wird aufgrund der Effizienz nicht auf eine moglichst geringe Anzahl von
Unbekannten geachtet. So ergeben sich durch eine redundante Modellbildung die
Netzwerkgleichungen als ein differential-algebraischen System, das das tran-
siente, d. h. das zeitliche Verhalten der zugrundeliegenden Schaltung beschreibt.
Die Simulation besteht nun aus der Losung dieses Systems, das Differentialglei-
chungen mit algebraischen Gleichungen verbindet.

Betrachtet man eine elektrische Schaltung nicht als ein zusammenhingendes
Ganzes, so zeigen sich in den einzelnen Schaltungsteilen hiufig grofie Aktivitéts-
unterschiede. Es gibt Gruppen von Bauteilen, die zu einem Zeitpunkt aktiver
sind als andere. Dies bedeutet anschaulich: wiirde man die Spannungsabfille je-
des Schaltungsbestandteiles abgreifen, so bekéme man an den aktiveren Teilen ein
héherfrequentes Signal als an den weniger aktiven. Die Zuordnung zum jeweils
latenten, d.h. weniger aktiven, oder aktiven Teil kann sich hierbei in der Zeit
dndern oder konstant bleiben. So durchlduft in Schaltungen, die Eingangssignale
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durchreichen, jeder Transistor und jede Kapazitat die Aktivitatslevel latent-aktiv-
latent. In Schaltungen, die digitale und analoge Techniken miteinander verbinden,
sind jedoch die digitalen Schaltungsteile stets aktiver als die analogen.

Klassische Verfahren beachten diese Eigenschaft nicht. Sie behandeln die Netz-
werkgleichungen durch eine adaptive! Schrittweitensteuerung als ein Ganzes, be-
rechnen also die latenten Teile mit denselben (kleinen) Schrittweiten wie die ak-
tiven. Sogenannte Multirate-Verfahren machen sich die unterschiedlichen Akti-
vitédtslevel jedoch zunutze und berechnen latente Teile mit grofleren und aktive
mit kleineren Schrittweiten. Hierbei entsteht zwar durch die Kopplung — aktive
beieinflussen die latenten Teile und umgekehrt — ein Mehraufwand, die Vorteile
der Partitionierung iiberwiegen aber bei schwacher Kopplung und einem (ge-
geniiber dem latenten) kleinen Teil von aktiven Elementen.

Ziel dieser Arbeit ist es, ein Multirate-Verfahren fiir differential-algebraische
Netzwerkgleichungen zu entwickeln, dessen Schrittweitensteuerung auf einer Feh-
lerschitzung der algebraischen Variablen basiert. Hierzu werden Multirate-Ver-
fahren fiir gewohnliche Differentialgleichungen mit Integrationsmethoden fiir dif-
ferential-algebraische Systeme vereint.

Die Arbeit ist in vier Kapitel eingeteilt:

Das erste Kapitel gibt einen Uberblick iiber die mathematische Modellbildung
elektrischer Schaltungen. Einen Schwerpunkt bildet die mathematische Struktur
der Netzwerkgleichungen. In diesem Zusammenhang wird eine kurze Einfiihrung
in die analytischen Eigenschaften differential-algebraischer Gleichungen gegeben
und das Multirate-Phinomen elektrischer Netzwerke erlautert.

Im zweiten Kapitel wird aus Multirate-Verfahren fiir gewohnliche Differential-
gleichungen ein Multirate-Algorithmus fiir differential-algebraische Gleichungen
auf der Basis Rosenbrock-Wanner-dhnlicher Verfahren entwickelt.

Auf diese Verfahrensdefinition folgt im dritten, zentralen Kapitel dieser Arbeit
die Verfahrenskonstruktion. Die Techniken der , graphischen* Differentiation mit-
tels Butcherbdumen werden mit einer neuen Klasse von Bdumen auf partitionierte
differential-algebraische Systeme iibertragen. Dies fiihrt zu einem Automatismus,
Bedingungsgleichungen fiir die Verfahrensparameter zu erhalten, so dass beliebi-
ge Konsistenzordnungen erzielt werden kénnen. Der Konsistenzbetrachtung folgt
die Betrachtung der Konvergenz und der Stabilitit — soweit dies moglich ist. Die
Implementierung und den Test eines Verfahrens der Ordnung 3 mit eingebette-
tem Verfahren der Ordnung 2 zur Schrittweitensteuerung ist Inhalt des vierten
Kapitels

Isich anpassende



Kapitel 1

Mathematische Modellbildung
elektrischer Schaltungen

In diesem einfiihrenden Kapitel wird zunéchst kurz erldutert, in welche Klassen
sich elektrische Schaltungen einteilen lassen. Danach wird auf den Netzwerkansatz
zur Simulation zeitabhiingiger Prozesse eingegangen sowie ein kurzer Uberblick
iiber die Grundbegriffe der Schaltungstheorie (Basiselemente, Kirchhoffsche Ge-
setze, Elementgleichungen) gegeben. Anschlieend wird die mathematische Struk-
tur der Netzwerkgleichungen und ihre Klassifizierung vorgestellt. Daraufhin wer-
den die besonderen analytischen Eigenschaften der von modernen Software-Tools
gelieferten Netzwerkgleichungen diskutiert und letztlich wird angesprochen, wie
eine technische Besonderheit, das Multirate-Verhalten, elektrischer Schaltungen
in der Simulation ausgenutzt werden kann.

1.1 Netzwerkansatz

Jedwede Simulation elektrischer Schaltungen erfordert die Uberfithrung vorhan-
dener Netzwerktopologien in ein mathematisch begreifbares Modell. Dabei wer-
den elektrische Schaltungen zunéchst in zwei Klassen unterteilt:

e konzentrierte Schaltungen:
Die rdumliche Dimension dieser Schaltungen kann vernachléssigt werden,
da sie im Vergleich zur Wellenldnge ihrer normalen Betriebsfrequenz unbe-
deutend klein ist.

e verteilte Schaltungen:
Um eine hinreichende Modellbildung zu gewéhrleisten, miissen die Ausdeh-
nungen dieser Schaltung beriicksichtigt werden.

Da verteilte Schaltungen als Grenzwert einer Folge konzentrierter Schaltungen
modelliert werden konnen, werden im weiteren Verlauf nur konzentrierte Schal-
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tungen betrachtet. Diese bestehen aus konzentrierten Grundelementen bzw.
Basiselementen.

Mit Hilfe des Netzwerkansatzes kann aus einer physikalischen Schaltung
automatisch deren zugehdoriges mathematisches Modell generiert werden. Heute
iibernehmen Software-Werkzeuge, sog. TCAD!-Tools, diese Aufgabe. Um eine sol-
che Modellbildung sinnvoll und effizient durchfiithren zu kénnen, miissen gewisse
idealisierende Grundannahmen getroffen werden:

e Allgemeine Annahmen:
Kein Wirmeverlust, reale Bauelemente werden durch die entsprechenden
idealen? Basiselemente ersetzt, die Leitungen werden als widerstandslos be-
trachtet.

e Art der Basiselemente:
Widerstand, Kapazitit, Induktivitdt, Strom- und Spannungsquellen
(Tabelle 1.1)

e Topologie:
Die Verbindungen zwischen den einzelnen Schaltungsteilen (den Basisele-
menten) beschreiben deren funktionellen Zusammenhang und nicht deren
tatsdchliche Lage im Raum.

e Physikalische Gesetze:
Die charakteristischen Gleichungen der Basiselemente folgen den Kirchoff-
schen Gesetzen (Tabelle 1.1).

Auf die Modellierung von Halbleiterbauelementen wird kurz unter 1.2 einge-
gangen.

Bei Giinther/Rentrop ([GRO00]) ist die numerische Simulation elektrischer
Schaltkreise auch in allgemeiner Form dargestellt.

1.2 Grundbegriffe aus der Schaltungstheorie

Die Modellbildung einer elektrischen Schaltung wird in der industriellen An-
wendung von Softwarepaketen iibernommen. Um deren Vorgehen verstehen zu
konnen, werden in diesem Abschnitt einige Grundbegriffe und grundlegende Zu-
sammehénge aus der Schaltungstheorie erklirt.

Jene Punkte der Schaltung, an denen zwei oder mehr Leitungen zusammen-
treffen, werden als Knoten bezeichnet. Das Spannungspotential eines jeden die-
ser Knoten beziiglich eines ausgewihlten Bezugsknoten (Masse) ist die Knoten-
spannung, das zwischen jeweils zwei Knoten die Teil- oder Zweigspannung.

lengl.: technologically computer aided design
Zinsbesondere die Strom- und Spannungsquellen liefern Strom bzw. Spannung unabhiingig
von der Last
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Basiselement Netzwerksymbol Gleichung

Spannungsquelle U = i (t)

Linearer Widerstand i=G-u,G=1/R

u
—>
NI
1
Stromquelle 4>—<|>7 i = iin (1)
u
—>
i
_<_
R
u
B —

Lineare Kapazitiit i

Nichtlineare Kapazitit ;SH\ i=C(u)-u

Lineare Induktivitat 1 - u=1L- %i

Nichtlineare Induktivitt i uw=L(i)-Li

L(i)

Tabelle 1.1: Symbole und charakteristische Gleichungen der Basiselemente
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Ein Zweig der Schaltung beinhaltet alle, zwischen jeweils zwei Knoten gelegenen
und vom selben Strom (Zweigstrom) durchflossenen Elemente und Leitungen.
Schlieflen sich mehrere Zweige zu einem Kreis, so bilden sie eine Masche.

Die aus den Maxwellschen Gleichungen abgeleiteten sog. charakteristischen
Gleichungen beschreiben das physikalische Verhalten der Basiselemente Wi-
derstand (Ohmscher Widerstand), Kapazitidt (Kondensator), Induktivitit
(Spule), Stromquelle und Spannungsquelle unter idealisierten Annahmen,
d. h. unter Vernéchléssigung jeglicher Seiteneffekte. In Tabelle 1.1 findet sich eine
Gegeniiberstellung von jeweiligem Basiselement und zugehoriger charakteristi-
scher Gleichung.

Die dort aufgestellten Elemente lassen sich drei Klassen zuteilen:

¢ Unabhingige Quellen:
Spannungs- bzw. Stromquellen, die lediglich zeitabhingige Zweigstrome
und -spannungen erzeugen. Diese beschreiben die Netzanregung.

e Statische Elemente:
Diese Elemente sind durch eine (beim Widerstand lineare) algebraische Be-
ziehung zwischen Strom und Spannung der Form

fU.1)=0

gekennzeichnet.

¢ Energiespeichernde (dynamische) Elemente:
Diese Elemente (Induktivitit, Kapazitdt) charakterisiert eine Beziehung
zwischen Strom, Spannung und deren Ableitungen nach der Zeit.

Halbleiterbauelemente, wie die in integrierten Schaltungen haufig auftreten-
den MOS3-Transistoren und Dioden, werden — abhénging von der Modellierungs-
tiefe — durch verschiedenartige Ersatzschaltungen mit Hilfe der Basiselemente
abgebildet, um deren physikalisches Verhalten unterschiedlich genau zu beschrei-
ben ([GRO0)).

Zwischen den Groflen Knotenspannung U(t) und Zweigstrom I(t) gelten
zwei Arten von Beziehungen:

1. Die Kirchhoffschen Gesetze:

e Kirchhoffsches Stromgesetz bzw. Knotenregel (KCL*):
Die Summe der in einen Knoten einfliefenden Strome I, ist zu jedem
Zeitpunkt ¢ Null:

3engl.: metall-oxid-semiconductor
4engl.: Kirchhoff’s current law
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S Ia.(t)=0

m

¢ Kirchhoffsches Spannungsgesetz bzw. Maschenregel (KVL?):
Die Summe der Spannungen U, in einer Masche ist zu jedem Zeitpunkt
t Null, umlauft man die Masche in einer vorgegebenen Richtung:

> Un(t) =0

Die Kirchhoffschen Gesetze stellen rein topologische Gesetzméfigkeiten dar,
denen das gesuchte Modell zu gehorchen hat.

2. Die grundlegenden Elementgleichungen:
Die an den Netzwerkelementen anliegenden Spannungen und fliefenden
Strome werden durch ihre grundlegenden Elementgleichungen beschrieben.
Diese konnen bei energiespeichernden Elementen auf zwei Arten erhalten
werden:

e kapazitits- bzw. induktivititsorientiert:
Dies ist die klassische Vorgehensweise, bei der nur der Strom I so-
wie die Spannung U als Unbekannte gehandelt werden. Die an einem
Element abfallende Spannung wird in Beziehung zum durchfliefenden
Strom I gesetzt (s. Tabelle 1.1).

e ladungs- bzw. flussorientiert:
Im Falle eines ladungsspeichernden Elements (Kapazitit) wird eben
diese Ladung als Funktion der abfallenden Spannung definiert. Durch
zeitliche Ableitung erhélt man hieraus den Zweigstrom. Analog wird
fiir ein flussspeicherndes Element (Induktivitit) der magnetische Fluss
als Funktion des jeweiligen Stromes definiert. Die abfallende Spannung
ergibt sich aus der Ableitung des Flusses nach der Zeit.

1.3 Modifizierte Knotenanalyse

Ein konzentriertes elektrisches Netzwerk ldsst sich nun mithilfe der Kirchhoff-
schen Gesetze, der Elementgleichungen und Ersatzschaltungen fiir Halb-
leiterbauelemente beschreiben. Die von TCAD-Tools benutzte Methode der
modifizierten Netzwerkanalyse (MNA )¢ geht nun schrittweise wie folgt vor,
um aus einer gegebenen Netzwerktopologie die Netzwerkgleichungen zu erhal-
ten:

Sengl.: Kirchhoff’s voltage law
6engl.: modified nodal analysis
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1. Mit Ausnahme des Masseknotens wird fiir jeden Knoten das Kirchhoffsche
Stromgesetz (KCL) angewandst.

2. Die Zweigstrome aller spannungsgesteuerten Elemente (Kapazitdten, Wi-
derstéinde) werden durch ihre charakteristischen Gleichungen ersetzt (s. Ta-
belle 1.1).

3. Alle Zweigspannungen werden mit der Hilfe des Kirchhoffschen Spannungs-
gesetzes (KVL) in Knotenspannungen iibertragen.

Diese Vorgehensweise fiihrt auf die klassische — auf Induktivitdten und Kapa-
zitdten gestiitzte — Formulierung des Netzwerksmodells mit Strémen und Span-
nungen als einzigen Unbekannten. Bei der ladungs- und flussorientierten Formu-
lierung wird ausgenutzt, dass sich Ladung bzw. Fluss von ladungs- bzw. flussspei-
chernden Elementen (Kapazititen, Induktivitéten) als Zeitintegrale aus der ange-
legten Spannung bzw. dem flielenden Strom ergeben, woraus Strom resp. Span-
nung durch Differentiation zu erhalten sind:

q(t):/OtC’udt ~ i) = (1) (1.1)
d)(t):/OtL%idt = u(t) = (1) (1.2)

In der modifizierten Netzwerkanalyse werden zusitzlich zu den oben genannten
Schritten

1. Strome aus ladungsspeichernden Elementen (Kapazitéten) durch i(t) = ¢(¢)
(s. 1.1) ersetzt,

2. die Elementgleichungen aller stromgesteuerten Elemente (Spannungsquel-
le, Induktivitél_ten) — hier werden im Falle von Induktivitdten Spannungen
durch u(t) = ¢(t) ersetzt (s. 1.2) — dem System hinzugefiigt,

3. Ladung ¢ und Fluss ¢ als weitere Unbekannte aufgenommen.

Angesichts dieses scheinbar aufwendigeren Vorgehens mag sich die Frage stel-
len, warum Ladung und Fluss iiberhaupt eingefiihrt werden und nicht bei der
klassischen Formulierung geblieben wird. Zum einen ist bei der ladungs-/ flusso-
rientierten Methode dem Prinzip der Energieerhaltung (z. B. Ladungserhaltung)
aus der Physik anschaulich Rechnung getragen. Zum anderen ist es aus Software-
Sicht einfacher, ein grofieres System aus mehr Unbekannten aufzubauen, als eine
Optimierung auf moglichst wenige Gleichungen durchzufiihren. Fiir weitere Ar-
gumente sei einmal mehr auf [GR00] und die dort erwihnte Literatur verwiesen.

Unabhéngig davon, welche der beiden Vorgehensweisen nun verfolgt wird,
erhilt man Netzwerkgleichungen, deren Struktur von den Netzwerkelementen be-
stimmt wird:
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e rein algebraische Systeme:
Enthélt die Schaltung nur algebraische Elemente wie beispielsweise Wi-
dersténde, Dioden und Bipolartransistoren, so resultiert dies in einem Sy-
stem linearer oder nichtlinearer algebraischer Gleichungen. Die Losung die-
ser Probleme soll jedoch nicht Inhalt dieser Arbeit sein.

e Differential-Algebraische Systeme:
Sind auch differentielle Elemente vorhanden, so tauchen in den Netzwerk-
gleichungen auch Ableitungen der Unbekannten auf.

Im Falle einer klassischen Modellbildung, bei der auf eine moglichst geringe
Anzahl von Unbekannten geachtet wird, konnen die Netzwerkgleichungen,
durch einige analytische Vorarbeiten auf die sogenannte Zustandsform’
gebracht werden, die einem System gewohnlicher Differentialgleichungen
entspricht:

i) = f(ta(t),  a(ty) = zo.

Insbesondere beim ladungs-/flussorientierten Vorgehen wird jedoch zugun-
sten der Effektivitdt auf eine Minimierung der Anzahl der Unbekannten ver-
zichtet und man erhélt die Netzwerkgleichungen in der Deskriptorform.
Dies ist in allgemeinster Form ein implizites Differentialgleichungssystem:

F(z,z,t) = 0. (1.3)

oF
det <8—1‘> = 0,

was aus (1.3) ein differential-algebraisches System macht.

Meist gilt hierbei

Da industrielle TCAD-Tools mit dem redundanten MNA-Verfahren auf dif-
ferential-algebraische Netzwerkgleichungen in der Deskriptorform (1.3) fiihren,
werden im Weiteren nur solche Systeme betrachtet.

1.4 Differential-Algebraische
Netzwerkgleichungen

Die in der Simulation elektrischer Schaltkreise auftretenden differential-algebra-
ischen Netzwerkgleichungen sind eine Sonderform von allgemeinen differential-
algebraischen Gleichungen. Solche Systeme bringen gewisse analytische und nu-
merische Besonderheiten und Probleme mit sich. Diese Besonderheiten werden
am Sonderfall der differential-algebraischen Netzwerkgleichungen erldutert. Die

"in englischsprachigen Verdffentlichungen als state-space form bezeichnet
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grundliegenden Aussagen hieraus konnen dann auch auf den allgemeinen Fall
differential-algebraischer Systeme iibertragen werden.

In allgemeinster Form sind differential-algebraischen Gleichungen (DAEs)®
implizite Differentialgleichungssysteme:

oF
F(t,z, &) =0 wobei det <8—) =0 zuldssig ist (1.4)

z
Differential-algebraische Netzwerkgleichungen stellen sich als Sonderform der all-
gemeinen DAE (1.4) dar und konnen einem der drei folgenden Arten zugeordnet

werden.

1. Linear-implizite Systeme:
Enthélt die Schaltung nur
e lineare Kaparzititen und Induktivititen als differentielle Elemente,
e lineare Widerstinde als algebraische Elemente,
e unabhingige Strom- und Spannungsquellen als rein zeitabhéngige

Komponenten,

so ergeben sich die Netzwerkgleichungen als Anfangswertproblem der Form

B-i+D-z+s(t) = 0,

(1.5)

LE(to) = Xg-
Die Matrix B enthilt im wesentlichen die Kapazititen und Induktivitéten,
die Matrix D entsprechend die Leitwerte und topologische Informationen.
Die rein zeitabhéngige Funktion s(¢) beschreibt die Netzanregung.

2. Linear-implizite nichtlineare Systeme:
Enthélt die Schaltung zusétzlich nichtlineare algebraische Elemente wie Di-
oden oder Bipolartransistoren, so stellen sich die Netzwerkgleichungen als
Anfangswertproblem folgender Form dar:

B-i+ f(z)+s(t) = 0,

wlte) = 0. (1.6)

mit einer nichtlinearen Funktion f(x).

3. Quasilinear-implizite Systeme:
Treten zu alledem noch nichtlineare differentielle Elemente wie nichtlineare
Induktivitdten und nichtlineare Kapazitéten in Erscheinung, so schlédgt sich
dies auf das zu betrachtende Anfangswertproblem in folgender Form nieder:

8engl.: Differential Algebraic Equations
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B(z)- @+ f(x)+s(t) = 0

st — (1.7)

Hierbei hingt die Matrix B(z) von Strom/Spannung bzw. Ladung/Fluss
ab.

Alle diese DAE-Typen konnen in autonomer und nichtautonomer Form
vorkommen. Im autonomen Fall ist die Netzanregung s(¢) nicht von der Zeit
abhéngig, d.h. die Schaltung wird nur von konstanten Strom-/Spannungsquellen
beeinflusst. Ist dagegen s(¢) ein nicht-konstanter, von der Zeit abhéngiger Vektor,
so hat man es mit einem nichtautonomen System zu tun.

Anhand linear-impliziter Systeme lassen sich nun einige Grundbegriffe (konsi-
stente Anfangswerte, Indexkonzept) aus der Theorie der differential-algebraischen
Gleichungen erkldren. Anfangswerte konnen fiir DAE-Probleme nicht frei, son-
dern miissen konsistent, d.h. passend, gewihlt werden. Der Index einer diffe-
rential-algebraischen Gleichung ist eine Art Maf fiir die ,, Entfernung“ einer DAE
zu einer gewOhnlichen Differentialgleichung. Je groér diese ,,Entfernung® ist, um-
so grofler sind die auftauchenden Probleme ([GHRO0]). Die zugrundeliegenden
Konzepte kénnen auch auf linear-implizite nichtlineare und quasilinear-implizite
Systeme (hierzu siche [HW96, insbes. VI.6,VIIL.1]) bzw. auf die allgemeine DAE-
Darstellung (1.4) ([SFR91, RSW96]) iibertragen werden.

Konsistente Anfangswerte

Bereits am linear-impliziten Fall

B-i+D-xz+s(t) = 0,

flf(t(]) = Xo,

ist leicht zu sehen, dass der Anfangswert (g, %¢) nicht wie bei einer gewdhnlichen
Differentialgleichung (ODE?) frei gew#hlt werden kann. Der Anfangswert muss
eine Konsistenzbedingung erfiillen. Als Mindestanforderung stellt sich diese
Konsistenzbedingung dar als:

D -z + s(ty) € Im(B).

Im spéteren Index-1 Fall ist diese Bedingung notwendig und hinreichend. Im Falle
eines hoheren Indexes ist eine hinreichende Konsistenzbedingung jedoch versteckt
und ergibt sich erst nach einer Reihe von Differentiationen.

Einen konsistenten Anfangswert zu finden kann u. U. sehr schwer sein. Au-
lerdem denke man beispielsweise daran, dass die Auswirkungen fehlerbehafteter

9engl.: ordinary differential equation
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Anfangswerte moglicherweise nicht mehr kontrollierbar sind, da diese eventuell
die Konsistenzbedingung nicht erfiillen, und damit noch nicht einmal eine Lésung
existieren muss!®.

Das Index-Konzept fiir DAEs

Die analytischen Eigenschaften einer DAE (und damit letztlich ihr Verhalten
bzgl. der numerischen Integration) kénnen durch ein Index-Konzept studiert
werden, das diese DAE einer Klasse, im Verhalten dhnlicher differential-algebra-
ischer Gleichungen zuordnet.

Im linear-impliziten Fall

B-i4+D-z+s(t)=0 (1.8)
hingt dieser Index nur von der Struktur der Matrizen B und D ab.

¢ ODE-Fall:
Ist B regulir, so ldsst sich (1.8) in eine gewdhnliche Differentialgleichung
transformieren:
i=—-BYD-x+s(t))

Darauf lassen sich nun alle aus der Theorie der ODEs bekannten Sitze
anwenden (Existenz, Eindeutigkeit, ...). Da bei der elektrischen Netzwerk-
analyse normalerweise die Matrizen B und D nur schwach besetzt sind,
wird man sich bei der numerischen Berechnung aus Effizienzgriinden vor
einer Invertierung jedoch hiiten.

Die zu untersuchende DAE ist also eine ODE, die ohne zusétzliche Diffe-
rentiationen erhalten werden kann. Dehalb sagt man, die DAE besitzt den
Index 0.

e DAE-Fall:
Nun ist B singuldr und D sei der Einfachheit halber als reguldr angenommen
(der Fall B und D singulér ist z. B. unter [HW96, VIIL.1] dargestellt). Dann
fiihrt eine Multiplikation von (1.8) mit D~" auf:

D'B-i+x=-D"'- 5t (1.9)

Die Jordan-Zerlegung des Matrixproduktes D~!B liefert regulire Matrizen
B und T und eine nilpotente Matrix NV, so dass gilt:

D'B=T"! ( oy ) T. (1.10)

10Bei ODEs hingen dagegen die Losungen stetig differenzierbar von den Anfangswerten ab
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Dies in (1.9) eingesetzt und anschliefend von links mit 7" multipliziert fiihrt

auf: N

( B2 ) Ti+Ta =—TD 's(t). (1.11)
Aufgrund der Struktur von (1.11) liegt es nahe, folgende Transformation
anzuwenden:

( g > =Tz  und ( 757((8 > = -TD 's(t),

wobei die Dimensionen von y und z resp. 7(¢) und §(¢) mit den Dimensionen
der Matrizen B und N korrespondieren.

Somit ist die DAE (1.8) in eine ODE und einen nilpotenten Teil zerlegt:

g = B'(n(t) —y) (1.12a)
N:i = 6(t)— 2 (1.12b)

Der Nilpotenz-Grad v der Matrix N, also die kleinste natiirliche Zahl fiir
die gilt: NV = 0, N*=! #£ 0, liefert nun den algebraischen Index der
linear-impliziten DAE (1.8):

— Index 1:
Im einfachsten Fall ist v = 1, d.h. N = 0. Dann liest sich (1.12b) als
algebraische Gleichung fiir z,

2= 6(t), (1.13)

woraus sich nach einmaliger Differentiation nach der Zeit eine gew6hn-
liche Differentialgleichung fiir 2 gewinnen lésst.

— hdéherer Index:
Ist jedoch v > 1, so gestaltet es sich schwieriger, eine algebraische Be-
dingungsgleichung bzw. eine ODE fiir z zu erhalten. Man differenziere
(1.12b) sukzessive nach der Zeit und multipliziere auf das jeweilige Er-
gebnis von links N dazu. Da N” = 0 ist, bricht dieser Prozess nach v
Schritten ab:

Nz = 6(t)—z
N?; = Né(t)— Nz

N33 = N25(t) — N?3

Nu—lz(u—l) — NU—Qé(V—Z) (t) _ NV—ZZ(V—Z)
0 = Nu—l(s(u—l) (t) . NV—IZ(V—I)
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Durch einen Prozess des rekursiven Auflésens nach Termen der Form
N*#2#) und Einsetzens, beginnend mit der letzten Gleichung, erreicht
man eine explizite Darstellung fiir 2:

2=0(t) = No(t) + N25(t) — ...+ (=1)"IN""Ls=D@).  (1.14)

Differenziert man (1.14) einmal mehr nach der Zeit ¢ ergibt sich auch
fiir z eine gewohnliche Differentialgleichung und die DAE (1.12a,1.12b)
ist somit nach v-facher Ableitung iiberfiihrt in ein System von ODZEs.

= B7'(n(t) —y)
io= () — ...+ ()TN ()

Die Losung von (1.8) muss eine algebraische Nebenbedingung erfiillen, die im
Index-1 Fall in (1.13) noch leicht zu erkennen ist, sich aber erst nach einer Reihe
von Differentiationen explizit zeigt, sollte der Nilpotenz-Grad von N grofler als
1 sein (zu sehen in (1.14)). Diese algebraische Nebenbedingung wird anschaulich
greifbar, und in der spédteren numerischen Verfahrenskonstruktion bedeutsam,
stellt man sie sich als eine Mannigfaltigkeit vor, auf der die Losung des ODE-
Teils zu verlaufen hat.

Besonders deutlich zeigt sich, wie bereits erwédhnt, die algebraische Bedin-
gung in der Wahl des Anfangswertes (x¢,tp). Daher sind DAE-Losungen nicht
mehr wie bei gewohnlichen Differentialgleichungen stetig differenzierbar von den
Anfangswerten abhéngig.

Dariiber hinaus kann nicht einmal eine stetige Losung z(¢) der DAE (1.8)
garantiert werden. Denn dazu muss im Index-1 Fall (1.13) die Inhomogenitét o(¢)
stetig sein und im Falle eines hoheren Indexes nach (1.14) sogar die (v — 1)-te
Ableitung von §(t).

Aus den Betrachtungen, die im Falle einer linear-impliziten DAE zum alge-
braischen Index gefiihrt haben, lassen sich Index-Konzepte fiir den allgemeinen
DAE-Fall gewinnen:

e Differentieller Index:
Der differentielle Index einer DAFE ist die minimale Anzahl an Differentia-
tionen, die notig sind, um die DAFE in eine ODE zu tberfiihren.

Da die numerische Differentiation ein nicht-stabiler Prozess ist, ist zu er-
warten, dass die Probleme, die bei der numerischen Betrachtung einer DAE
auftauchen, mit dem differentiellen Index wachsen.

e Storungs-Index:
Der Storungs-Index einer DAFE ist die mazimale, sich auf die Ableitung der
Losung auswirkende Ableitungsordnung einer auftretenden Storung.

([GHRO0)])
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Bzw.

Der Storungsindex einer DAFE ist eins plus die maximale Ableitungsordnung
einer Storung, die sich auf die Lisung auswirkt.([HW96, VII.1,Def 1.3])

Fasst man in vorangegangener Betrachtung §(¢) etwa als hochfrequentes
storendes Rauschen auf, dann wird der Einfluss dieses Rauschens umso
grofer, je hohere Ableitungen von 6(¢) in (1.14) eingehen. Anschaulich wird
dieser Storungsindex durch ein kleines Zahlenbeispiel:

man denke sich z.B. 6(¢) = sin(10¢) und einen Stérungsindex von 5, dann
hat man §®(¢) = 10* - sin(10¢) = 10* - §(¢), d.h. der Einfluss der Stérung
auf die Lésung wird um den Faktor 10* verstiirkt.

Nach der Beschreibung der differential-algebraischen, somit mathematischen,
Eigenschaften der Netzwerkgleichungen, wollen wir uns nun der Multirate-Ei-
genschaft elektrischer Schaltungen zuwenden. Begriindet sich erstere Eigenschaft
v.a. auf dem redundanten, jedoch effizienten, MNA-Verfahren industrieller Simu-
lationstools, ist die Multirate-Eigenschaft ein physikalisch-technisches Phinomen,
das unabhéingig von der mathematischen Modellierung auftritt.

1.5 Multirate-Eigenschaft elektrischer
Schaltungen

Viele elektrische Schaltungen besitzen unabhéngig von ihrer mathematischen Mo-
dellierung eine Besonderheit, die auch in der numerischen Transienten-Analyse
— der Untersuchung ihres zeitlichen Verhaltens — ausgenutzt werden kann.

Beobachtet man die zeitlichen Verdnderungen der Knotenspannungen, so stellt
man fest, dass sich diese an einigen Knoten schneller &ndern als an anderen. Mit
anderen Worten, wiirde man die Knotenspannungen abgreifen, so erhielte man
héher- und und niederfrequentere Signale. Dies zeigt deutlich, dass nicht alle Tei-
le einer Schaltung immer gleich aktiv sind, sondern Aktivitdtsunterschiede zu
Tage treten. In einem ersten Schritt konnte man so eine Schaltung in Gebiete auf-
teilen, die aktiv sind, und solche, die weniger aktiv bzw. latent sind. Dies kénnte
man weiter verfeinern in mehrere Aktivitatsstufen, muss dabei aber stets beden-
ken, dass alle wie auch immer entstandenen Teile zu einem Ganzen gehoéren, sich
also gegenseitig beieinflussen, miteinander gekoppelt sind. Aktive Schaltungs-
teile bestimmen das Verhalten der weniger aktiven mit, und die weniger aktiven
steuern die aktiveren.

Die Grundidee, die Multirate-Eigenschaft in der numerischen Berechnung aus-
zunutzen, besteht darin, fiir verschieden aktive Teile mit verschieden grofien
Schrittweiten zu rechnen. Wie leicht vorzustellen ist, kostet es zuséitzliche Ar-
beit, die physikalische Kopplung der verschieden aktiven Schaltungsbereiche in
einem numerisches Losungsverfahren zu beriicksichtigen. Der Grund hierfiir liegt
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darin, dass Daten aus verschieden feinen Zeitdiskretisierungen ineinander einflies-
sen miissen. Beispielsweise miissen Daten, die weniger aktiven Teilen zugeordnet
sind, somit nur an wenigen Zeitpunkten vorliegen, der Berechnung von aktiveren
Teilen auf einem entsprechend feineren Zeitgitter angemessen zugénglich gemacht
werden. Ist der Anzahl der weniger aktiven Teile grofler als die Anzahl der akti-
ven, und ist die Kopplung ,,schwach“, so wird der zusétzliche Aufwand durch die
Einsparung an Schritten fiir die wenig aktiven Teile ausgeglichen und {ibertrof-
fen'!.

Um die Anzahl der Kopplungsgrofien klein zu halten, beschrinken wir uns
in dieser Arbeit auf zwei Partitionen, einen aktiven und einen latenten Teil.
Somit haben wir nur zwei Kopplungen vorliegen — Einkopplung des latenten in
den aktiven Teil und umgekehrt. Wie leicht nachzurechnen ist, wiren es bei drei
Aktivitétslevel bereits 6, bei vieren 12, usw. .

Die relativen Aktivitdtsunterschiede kénnen nun zeitlich konstant bleiben
(z.B. in radio frequency-Anwendungen'?, wo analoge — somit niedergrequente
und latente — und digitale — somit hochfrequente und aktive — Netzwerke gekop-
pelt werden). Sie konnen sich aber auch laufend &ndern (man denke etwa an eine
Inverterkette: hier wird ein Signal durch eine Reihe von Transistoren gereicht, die
nacheinander vom latenten in den aktiven und zuriick in den latenten Zustand
gehen).

In der numerischen Betrachtung macht man sich nun diese Partitionierung
folgendermaflen zu Nutze: Man iibertrdgt die Einteilung im technischen Sinne
auf eine Einteilung im mathematischen Sinne, indem man den Vektor der Unbe-
kannten aufsplittet in latente und aktive Komponenten:

In gleicher Weise wird auch die zugrundeliegende Differentialgleichung — hier als
implizite Differentialgleichung geschrieben — partitioniert:
f(t’],',l‘) — ﬂ(tatha)j:‘l)i:a)
fa(t: Ty Xgy Xty xa)

Anschlieflend wendet man numerische Verfahren an, die im latenten Teil F; mit
einer groflen Schrittweite h; , im aktiven Teil F, mit einer kleinen Schrittweite h,
rechnen und die Kopplung angemessen beriicksichtigen. Wie dies genau vonstat-
ten gehen kann, ist das Anliegen dieser Arbeit und wird im Weiteren ausgefiihrt.

Hdies macht eine Multirate-Strategie erst sinnvoll
12Hierzu zéhlen z. B. der Rundfunk- und Fernsehbereich, der Mobilfunk, ....



Kapitel 2

Multirate-Verfahren — Effiziente
numerische Berechnung der
Netzwerkgleichungen

Im vorangegangenen Kapitel wurden die spezielle mathematische Struktur von
Netzwerkgleichungen, der DAE-Form und die physikalisch-technische Multirate-
Eigenschaft und deren Ubertragung auf das mathematische Modell mittels Par-
titionierung der Netzwerkgleichungen vorgestellt.

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der numerischen Transienten-
Analyse, der numerischen Berechnung des zeitlichen Verhaltens der zur Netz-
werkgleichung gehorenden Schaltung.

Nach einem Uberblick iiber Multirate-Verfahren fiir Netzwerkgleichun-
gen in der Zustandsform, fiir gewohnliche Differentialgleichungssystem also,
wird ein Multirate-Verfahren fiir Index-1 Netzwerkgleichungen in De-
skriptorform entwickelt.

2.1 Multirate-Verfahren fiir Netzwerkgleichun-
gen in der Zustandsform

Zunéchst werden Entwicklungen auf dem Gebiet der Multirate-Verfahren fiir
ODE-Systeme dargestellt. Auf eine formale Ausfiihrung der jeweiligen Verfahren
wird grofitenteils verzichtet, zumal diese in den genannten Arbeiten nachzulesen
sind und letztlich im folgenden Abschnitt eingehen.

Um in der elektrischen Simulation ODE-Systeme zu erhalten, beschrinkt
man sich auf diejenigen Schaltungen, deren Netzwerkgleichungen sich in der Zu-
standsform

17
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i(t) = flz)
z(ty) = o 2.1)
reR” , f:R"—>R"
t € [to,tend)

schreiben lassen.

Es mag auffallen, dass obige ODE als autonomes — nicht von der Zeit ¢
abhingiges — System geschrieben ist. Dies geschieht nur zur Vereinfachung, zu-
mal jedes nichtautonome System in ein autonomes iiberfiihrt werden kann, indem
man ¢ zum Vektor der Unbekannten hinzufiigt und die zusétzliche triviale Diffe-
rentialgleichung ¢ = 1 einfiihrt.

Herkémmliche (adaptive) ODE-Loser, wie z.B. das unter MATLAB imple-
mentierte ROW-Verfahren ode23s, betrachten Anfangswertprobleme der Form
(2.1) als Ganzes und fiihren die numerische Integration in jedem Schritt mit einer
universellen Schrittweite h durch. Diese ist nach der adaptiven Schrittweitensteue-
rung bestimmt durch die jeweils aktivsten Schaltungsteile resp. Unbekannten des
Systems.

In hochintegrierten elektrischen Schaltungen, Schaltungen, die aus mehre-
ren tausend Bauteilen auf kleinstem Raum bestehen und die Multirate-Eigen-
schaft besitzen, fiihrt dies zu einem unnétigen Mehraufwand. Wéhrend niamlich
die aktiven Teile nach einer kurzen Schrittweite verlangen, um die jeweiligen Ge-
nauigkeitsforderungen erfiillen zu kdnnen, wére es fiir weniger aktive Unbekannte
ausreichend, sie in grofleren Abstéinden abzutasten.

Geht man nun von einer Zweiteilung des Systems in einen aktiven und einen
latenten Teil aus', so kann man auf den aktiven Teil ein Verfahren anwenden,
das mit einer kleinen Schrittweite h, arbeitet, und entsprechend auf den latenten
Teil eines mit einer groBeren Schrittweite h;.

Formal betrachtet wird das AWP? (2.1) iiberfiihrt in ein System gekoppelter
ODE:s:

!Eine Zweiteilung verspricht eine Reduktion des von der Schrittweite verursachten Aufwan-
des und einen moderaten Anstieg der Arbeit, die durch die Kopplung entsteht.
2 Anfangswertproblem
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w o= () (22)
ryeR"™ | fi:R" xR"™ — R™

e € R™ | f,:R™ x R"™ — R"

Ng+Nn; = n.

Die eingerahmten Funktionsparameter kennzeichnen hier die jeweils zu be-
riicksichtigende Kopplung.

Eine Partitionierung macht nur dann wirklich Sinn, wenn der weitaus gréflere
Teil latent ist, d.h. wenn n, < n; gilt. Denn ist dem nicht so, dann bleibt zu
befiirchten, dass die Rechenarbeit, die durch die Kopplung entsteht, die Einspa-
rung iibertrifft, die ein Vorgehen mit einer grofleren Schrittweite bringt. Aus dem
gleichen Grund wird man natiirlicherweise verlangen, dass die Kopplung zwischen
den Aktivitatsbereichen von schwacher Natur ist, d.h. die aktiven Unbekannten
haben auf die latenten nur einen ,kleinen“ Einfluss und umgekehrt. Aus formaler
Sicht bietet sich an, dies via Matrixnormen® und partielle Ableitungen — die als
existent vorausgesetzt werden — auszudriicken:

ofi dfi
||axa Bl < || ( il
5fa 3fa

o, D < g0l
Vi € [to,tend)

Die grundlegende Idee, Multirate-Eigenschaften numerisch zu nutzen, besteht
nun darin, von einem gegebenen Startpunkt ¢, mit Anfangswerten x;, 2,0 auszu-
gehen, in einem Makroschritt eine N&herung ;, ~ w;(to + hy) fiir den latenten
Teil zu bestimmen und in dem somit entstandenen Intervall [¢, ¢ + hy] durch m
Mikroschritte Ndherungen .1, Za 9, - - - s ZLam—1; Tam = Ta(to+h) zu errechnen.
Abbildung 2.1 zeigt anschaulich eine solche Unterteilung eines Makroschrittes in
mehrere Mikroschritte, wobei hier die Mikroschritte dquidistant gewéhlt wurden
und zusétzlich so, dass m = ’” € N gilt. Die Aktivitatsdifferenzen in der Schal-
tung werden durch ein Multlrate Verfahren also auf die Diskretisierungsebene
,abgebildet®.

Hier stellt sich als néichstes die Frage, welche Art von numerischen Verfahren
geeignet ist.

3Die Wahl der Matrixnorm ist irrelevant, da sich Normen gegeneinander abschiitzen lassen.
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to + hy

! latent x;
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Abbildung 2.1: Macro- und feste Micro-Schritte

Die sich nur langsam verdndernde Losung des latenten Teils lasst auf ein stei-
fes Problem schlieflen, was implizite Verfahren n6tig macht. Die Aussagen der 2.
Dalquistschen Barriere ([HW96]) — es gibt kein A-stabiles Mehrschrittverfah-
ren mit Konsitenzordnung > 2 — lassen Mehrschrittverfahren als kaum geeignet
erscheinen.

Dies alles favorisiert implizite Runge-Kutta-Verfahren (RK) oder, um
die dortigen nichtlinearen Gleichungssysteme zu umgehen, Rosenbrock-Wan-
ner-Verfahren (ROW) (zu ROW-Verfahren siche [HW96]). Zum einen verleiht
die Einkopplung des steifen latenten Teils in den aktiven auch diesem einen steifen
Charakter. Zum anderen kann durch eine eventuell unsaubere Partitionierung
nicht ausgeschlossen werden, dass x, selbst steife Komponenten besitzt. Deshalb
kommen auch im aktiven Teil die entprechenden RK- bzw. ROW-Verfahren zum
Einsatz.

In allgemeinster Form lassen sich solche, in den Mikroschritten dquidistante,
Verfahren fiir einen Makroschritt folgendermafien formulieren:
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Schrittweiten:
he=—- hl, m e N
m

latente Komponenten:

S
Ty = X0+ Z br.i-kr

i=1
~ w(to+ )
aktive Komponenten:
S
Tar = Tgr1+ Z ba,- kﬁ,i (2.3)

i=1
~ Za(to+ A hy) (A=1,...,m)

Zuwichse latent:

k= ér(xio,| Xail ko, .- ks 1=1,...,s

Zuwichse aktiv:

A v ;o
kA,i = d)A(ma,/\—la XL,i ,kAJ,. . -akA,s) 1 = 1, -

Hierbei bezeichnen ¢y und ¢4 die entsprechenden Verfahrensvorschriften, fiir die
Aufgrund der Implizitheit der Verfahren in der Berechnung des i-ten Zuwachses
91 /0kp; # 0 bzw. g /0k) ; # 0 gilt. AuBerdem sind hier die Stufenzahlen s
der Verfahren fiir latenten und aktiven Teil gleich gewéhlt worden.
Die eingerahmten Paramter sind die eingekoppelten Groflen aus der jeweils
anderen Diskretisierungsebene:
XA,i ~ {,Ea(t() + Oéith) 9.4
Xlé\,i ~ LEl(tQ—F)\'ha—FOé?ha), )\:1,...,777, ()
Die Auswertungsstellen ¢, + aXh; bzw. to + A - hy + Oz{‘ha ergeben sich aus
der Betrachtung von latentem und aktiven Teil der partitionierten ODE (2.2) als
jeweils nichtautonome Differentialgleichungen und der Anwendung eines ROW-
Verfahrens hierauf (siehe auch z. B. [HW96, IV.7], [BGO1])

Nun gibt es verschiedene Ansitze, die Kopplungsparameter zu bestimmen,
die kurz vorgestellt werden sollen:

e Extrapolation/Interpolation ([GR93]):
Bei dieser Vorgehensweise wird in jedem Makroschritt von ¢y bis ty + hy
zundchst der latente Teil berechnet. Die benttigen Werte fiir den aktiven
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Teil im Intervall [tg,ty + hy] werden durch eine Extrapolation der bereits
aus vorigen Schritten stammenden Werte von z, bestimmt. Anschlieend
werden die m Mikroschritte fiir den aktiven Part durchgefiihrt, wobei sich
die Werte X i\z durch Interpolation von z; auf dem Intervall [to, to+ h;| erge-
ben. Diese Reihenfolge, der ,;slowest first“, also zuerst den langsamen Teil,
dann den schnellen Teil zu berechnen, spiegelt die weitgehende Entkopp-
lung wieder. Giinther und Rentrop ([GR93]) untersuchten die Konsistenz-
und Konvergenzeigenschaften dieser Vorgehensweise und entwickelten mit
MROW(2) 3 ein Verfahren der Ordnung (2)3, dessen Zuwachsberechnung (wie
der Name vermuten liisst) auf einem ROW-Ansatz basiert?.

Ein Extrapolations-/Interpolationsschema macht jedoch aus einem Ein-
schrittverfahren in gewisser Weise ein Zweischrittverfahren, da neben der
eigentlichen Berechnung der Zuwéchse immer noch ein Extrapolations- bzw.
Interpolationsverfahren mitgezogen werden muss.

e Generalised-Multirate ([KR99]):
Ein weiterer Ansatz, der die Extrapolation/Interpolation vermeidet und aus
dem ,, Zweischritt“-Verfahren ein echtes Einschrittverfahren macht, stammt
von Kveerng und Rentrop ([KR99]): generalised-multirate.

Die Werte X’A,i und X’i\’i werden aus gewichteten Zuwichsen kz\’i,kAﬂ- in
Runge-Kutta-Manier bestimmt. Die Zuwiéichse k7 ; und k4, mit denen die
Kopplung berechnet wird, sind dieselben, die in der jeweils zugetrigen Ak-
tivitdtsschicht benutzt werden. Sie miissen also nicht neu fiir die Kopplung
berechnet werden, sondern konnen, lediglich anders gewichtet, aus vorigen
Schritten iibernommen werden. Auf eine genaue Definition der Zuwéchse
wird an dieser Stelle verzichtet. Die Idee wird im neu zu definierenden Ver-
fahren iibernommen. Fiir eine genaue Verfahrensdefinition des generalised
mulirate sei auf die Arbeit von Kveerng und Rentrop ([KR99]) verwiesen.

Das von Kveerng und Rentrop auf Runge-Kutta-Basis entwickelte Verfah-
ren MRKI arbeitet innerhalb eines Makroschrittes mit dquidistanten Mikro-
schritten. Dies bedeutet, dass man die Mikroschrittweiten wihrend eines
Makroschrittes nicht adaptiv anpassen kann. Zudem fiihrt die Ablehnung
eines Mikroschrittes zur Ablehnung des gesamten Makroschrittes. Dieser
Makroschritt und alle darin enthaltenen Mikroschritte miissen dann mit
neuen Schrittweiten nochmals berechnet werden.

e Mixed Multirate ([BGK]):
Der Arbeit von Bartel, Giinther und Kvaerng ([BGK]) entstammt nun die
Idee des mized-multirate. Dieser Ansatz baut auf dem generalised-multirate

4das Verfahren besitzt Konistenzordnung 3 mit einem eingebetteten Verfahren der Ordnung
2 zur Schrittweiten- und Fehlerkontrolle
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to to + My
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Abbildung 2.2: Diskretisierung mixed-multirate

(GM) von Kveerng/Rentrop auf, ermdglicht jedoch eine adaptive Schritt-
weitensteuerung in den Mikroschritten.

Dies geschieht indem im sog. compound-step® die Zuwiichse des Makro-
und des ersten Mikroschrittes wie beim GM in einem Schritt errechnet
werden, die spiteren Mikroschritte aber unabhingig vom Schrittweiten-
verhéltnis m = h;/h,1 des compound-Schrittes mit neuen, an den Losungs-
verlauf des aktiven Teils angepassten Schritten hgo,hqs,... arbeiten (s.
Abb. 2.2). Dies bringt neben der adaptiven Schrittweitensteuerung den Vor-
teil, dass abgelehnte Mikroschritte nicht mehr zur Ablehnung des gesamten
Makroschrittes und aller Mikroschritte fiihren. Im schlimmsten Fall wird
ein compound-Schritt abgelehnt. Dann miissen lediglich der Makroschritt
und ein Mikroschritt zusammen neu berechnet werden

Rein anschaulich kommt damit, besser als in den anderen beschriebenen
Multirate-Zugéngen die rein funktionale Kopplung der verschiedenen Akti-
vitdtsbereiche zur Geltung. Denn in der Berechnung des einen Teiles gehen
zwar Daten des anderen ein. Dennoch arbeiten der latente und der aktive
Teil auf weitgehend entkoppelten Diskretisierungsbereichen.

Schematisch stellt sich dieses Verfahren also folgendermaflen dar:

Sengl.: compound=zusammengesetzt, gemischt
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1. Verkniipfung von Makroschritt und erstem Mikroschritt im compound-
step liefert Ndherungen x;; &~ x;(to + hy) und x,1 = z4(to + hg,1). Das
Schrittweitenverhiltnis m = h;/h, sollte nicht zu grofl sein, zumal
dies in die Berechung von X 4. eingeht (deshalb ,;weitgehend entkop-
pelte Diskretisierungsbereiche“ (s.0)).

2. In den spéateren Mikroschritten wird letztlich das Anfangswertproblem

Za(t) = fa(m(t), za(t), 1)
LEa(to + ha71) = Tg1
t € [t(] + ha,l: tO + h’l]

gelost. Werte (), fiir den latenten Teil, liegen hier jedoch nicht ex-
akt vor, sondern miissen in geeigneter Weise approximativ beschafft
werden.

Um den Mehraufwand an Rechenarbeit méglichst gering zu halten, verwendet
man das Konzept des dense-output® ([HNWO00, I1.6]), um Approximationen an
zy(t) auf dem Intervall [ty + hg1, %o + hy] zu erhalten.

Dieses Verfahren nutzt die zur Gewinnung von x;; &~ x(ty + h;) bereits be-
rechneten RK- bzw. ROW-Zuwéchse kr; aus und gewichtet diese anders:

zi(to +0h) ~ w0+ bri(0) - kr,
i=1 (2.5)

6 € [0,1]

Die Gewichte by, ;(#) sind Polynome in 6, deren Grad von der verlangten Ko-
nistenzordnung abhéngt. Dies wird zu einem spéteren Zeitpunkt noch diskutiert
werden.

AuBerhalb der Multirate-Theorie haben dense-output-Formeln ihre Anwen-
dung beispielsweise in der graphischen Aufbereitung numerischer Simulationen,
um eine , kontinuierliche“ Losung zu erhalten.

2.2 Multirate-Verfahren fiir Deskriptorsysteme

Nach der Vorstellung bestehender Multirate-Techniken fiir Netzwerkgleichungen
in der Zustandsform (einem System gewdohnlicher Differentialgleichungen) wollen
wir uns nun der Entwicklung eines Multirate-Verfahrens fiir Netzwerkgleichungen
in Deskriptorform (einem DAE-System also) zuwenden.

Wir beschrinken uns hierbei auf spezielle Index-1-Systeme, wie sie in der
ladungsorientierten Modellierung elektrischer Schaltungen entstehen, die keine
flussspeichernden Elemente (Induktivitéiten) enthalten.

bengl.: dense=dicht
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TCAD-Tools liefern fiir die grofie Zahl von Schaltungen, die diese Einschrin-
kung erfiillen, Netzwerkgleichungen der Form:

F(r,q) = A-q(x)— f(x) =0
Zo

t € [to,tend)

T R"

¢ : R'>R (2.6)
f : R"—=R"

A € {-1,0,1}""

8
—~

<+
=)
~—

M

i) = -a(e)-i()

Hier stellt « die n Knotenspannungen, [f(z)]; die in den j-ten Knoten ein-
flieBenden Zweigstrome statischer Elemente, die Inzidenzmatrix A beschreibt die
Topologie des Netzwerkes und [A - ¢(z)]; die in den j-ten Knoten einfliefenden
Zweigstrome aus dynamischen, ladungsspeichernden Elementen (Kapazititen)
dar (s. [G98]). Da ein Knoten wie bekannt ein Schaltungspunkt ist, an dem min-
destens zwei Leitungen, also mindestens zwei Strome zusammentreffen, ist die
Anzahl r der Zweigstrome stets grofier als die Anzahl n der Knoten:

r>n.

Neben der technischen Einschrinkung, nur Schaltungen zu betrachten,
die keine flussspeichernden Bauteile besitzen, wollen wir eine mathematische
Forderung an die Netzwerkgleichung (2.6) stellen:

94
0x

(z) seiin einer Umgebung der Lisung x(t) stetig und reguliar — (2.7)
Dies fiihrt, wie sich zeigen wird, auf eine spezielle Index’-1 Hypothese.

Um die physikalisch-technische Multirate-Eigenschaft der elektrischen Schal-
tung auf ein numerisches Verfahren zu iibertragen, muss auch im mathematischen
Modell (2.6) eine Partitionierung in latenten und aktiven Teil erfolgen. Hier setzen
wir als weitere Forderung voraus, dass eine Kopplung nur iiber algebraische, so-
mit statische Elemente (wie Widerstande, Dioden, Bipolartransistoren) und nicht
iiber dynamische Elemente (wie Kondensatoren) erfolgt. Bedenkt man jedoch,
dass gerade dynamische Elemente die Eigenschaft langsam (latent) oder schnell
(aktiv) besitzen, so ist diese formale Forderung in Wirklichkeit eine natiirliche

"Wann immer im Weiteren vom Index die Rede ist, sei damit der differentielle Index
gemeint
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Begebenheit. Denn Knotenspannungen, die gemeinsam ein dynamisches Element
steuern, werden natiirlicherweise den gleichen Aktivitatsgrad aufweisen.

Nach einer eventuellen Umordnung von Unbekannten (Knotenspannungen)
und Funktionen l&sst sich, bei der vorausgesetzten statischen Kopplung, die Mul-
tirate-Eigenschaft auf die Netzwerkgleichung (2.6) iibertragen:

A-q(x) — f

(z)zOM(Al

0
0 A,

I,El)

)

Q@
4a

)

Ausmultipliziert ergibt sich somit:

latent

aktiv

Ar-q(m) = filz,[za])

Aa *Ga (xa)

Ful[E0) 7)

filz,[74])
A ETED

i

) =0 (2.8)

(2.9)

Es ist nun naheliegend, fiir die Ladungen ¢, und ¢, zusétzliche Variablen z
bzw. z, einzufithren. Dadurch wird (2.9) zu einem System zweier gekoppelter
Anfangswert-DAEs ausgebaut:

A4

latent:
fil1,[Ta])
= Z1—q (331)

Aa'za
0

aktiv:
ol [E) )
= Zq — Qa(xa)

partitionierte Netzwerkgleichung

mit den (natiirlicherweise) konsistenten Anfangswerten

und den Dimensionen

T €
2 €
A €
i
aq

_ x(to) Tq,0 z4(to)
N ( z(to) ) ( “a,0 ) ( Za(to)

0 dq,
e Im(A- a—g(xl,o)) Fal@10,Ta0) € Im(Aq- a_:i
= q(z10) Zap = Q(Tap)
R™ z, € R"
R™ zg € R
RTL[XW Aa, G RnaXTa
R™ x R" — R™ £, R™ x R"™ — R"
R™ — R™ Ga R"™ — R"™

(2.10)

(%a0))
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Aufgrund der Forderung (2.7) an die Netzwerkgleichung und der Struktur
der Partitionierung (2.8), erfiillt das DAE-System (2.10) eine spezielle Index-1
Bedingung:

aql nyXny
Al aLEl (LEl(t)) e R ,
94a
A . Ng XNg
(@) € R

sind in einer Umgebung der Losung (z;(t), z.(t))? stetig und regulér. Damit

sind auch die Anfangswerte stets konsistent, wie sich ebenfalls leicht nachrechnen
lasst.

Fiir die Entwicklung eines Multirate-Verfahrens ist es wichtig, das spezielle
Index-1-System (2.10) in ein System zu transformieren, welches ohne die Inzidenz-
Matrizen A;, A, auf der linken Seite auskommt. Fiir ein solches, linear transfor-
miertes System kann auf einfache Weise ein ROW-basiertes Multirate-Verfahren
konstruiert werden. Da ROW-Verfahren invariant beziiglich linearen Transforma-
tionen sind (s. [HW96]), kann durch einfache Riicktransformation ein Multirate-
Verfahren fiir das Ausgangsproblem (2.10) gewonnen werden.

Diese notwendige, weil vereinfachende Transformation beschreibt das folgende
Lemma.

Lemma 2.1 (Transformation in gekoppeltes Hessenbergsystem)

Es gelte A, - gTqi(x,\(t)) regulir YA € {l,a} in einer Umgebung der Lisung
(z1(t), 24 (t))",t € [to, tena) dann ist das gekoppelte Netzwerksystem (2.10) dquiva-
lent zu einem System gekoppelter Index-1 DAEs in Hessenberg-Form®:

yl = wl(‘rlaxa) ya = wa(mlaxa)
0 = y—aqlw) 0 = Yo— galm) (2.11)
= g — qlx) 0 = Jo— Ga(z1)

gekoppeltes Hessenberg-System

mit

Y € R™

g)\ c ]RIT)\*"A

wy : R xR R  fir A€ {l,a}
gx : R™ = R™

G @ R™ S RP™

8Zur in Hessenberg-Form von DAEs siehe z. B. [RSW96]
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Beweis 2.2 OBdA. betrachten wir den Fall \ =1
Da A - g—;”l € R™M>*™ jnyertierbar ist, besitzt A; vollen Zeilenrang n,.
Somit lasst sich mithilfe der Singuldrwertzerlegung A; aufspalten in

Al = Sl S I’I’L[X’nl | O’an(n*TLl) )Jﬂ

]Rnlxrl

mit requldren Matrizen S; € R™>*™ ynd T; € R"*" | sowie

1 0
Iannl = < ) c ]Rnlxm’
0 1
0 0
Onix(ri—n) = (o AR ) e R X (i)

Dies eingesetzt ergibt fiir (2.10):

( Ly, ‘ Onyx (r—my) ) SORE Sl_l'fl(mlﬂma)

. 2.12
0 = Tz —T-qz) (2.12)

Die Struktur von (2.12) fihrt zu einer Aufspaltung des Vektors T) - z; und der
vektorwertigen Funktion Tj - q(z;) in:
( %E ) Cr.2 mit y € R", g€ R"™™
bzw.

< ZﬁEiﬁ% ) Cn . qa) mit g :R™ = RY, G :RY - R*™,

Damit liest sich (2.12), in der geforderten Form als:

g = wlenz.) (S filz,z,)
= y—aql=) (2.13)
0 = 91— aqx).

Bleibt noch zu zeigen, dass diese DAE den Index 1 besitzt.
Durch Ableiten des algebraischen Teis von (2.18) nach t erhdlt man:

. Oq .
0=y — = 2.14
Yi o1, z ( a)
) 3§z .
0=g, — =— - 1. 2.14b
Y oz, T ( )
0]
Offensichtlich reicht es nun, die Regularitit von a—gl zu zeigen:
z
8gl 0
oz, = a—xl( Loy | Onyx(ri—m) )Ty - au
0
= Sl_l- Ap- =/l requldr O
N~ afEl
reg.

reg. nach Vorr.



KAPITEL 2. MULTIRATE-VERFAHREN 29

Fiir das gekoppelte Hessenbergsystem (2.11) soll nun ein Multirate-Verfahren
zur numerischen Berechnung aller Unbekannten entwickelt werden. Die beson-
dere Struktur dieses Systems wird nun ausgenutzt, um Approximationen fiir
iy Tas Yis Ya, Ui, Yo zU erhalten:

e Die ersten beiden Zeilen des gekoppelten Hessenbergsystems bilden, wie
man leicht sieht, bereits eine Index-1-DAE in Hessenberg-Form. Deswegen
wird fiir diesen Teil ein Multirate-Verfahren in den Unbekannten x;, z,, 1, Yo
entwickelt.

Die bestimmenden Gleichungen lauten:

o= w(x, ) Uo = wa(w,z,)

2.1ba
0 = y—aglw) 0 = ¥Yo— Ga(zs) ( )

e In der dritten Zeile des gekoppelten Hessenbergsystems tritt keine Kopplung
mehr auf. Die Unbekannten y;, g, ergeben sich aus

o= qlx)

Yo = Ya (ma)

(2.15b)

Multirate-Verfahren fiir das gekoppelte Hessenbergsystem

Die Losung des gekoppelten Hessenbergsystems (2.11), liegt, wie gesehen in der
Losung des Teilproblems (2.15a), in den Unbekannten z;, z,, y;, y, und der Losung
von (2.15b) in g, ¥a.

Im eigentlichen Sinne einer numerischen Verfahrensdefinition stellt letzteres
keine Schwierigkeiten dar, ist doch nur eine Funktionsauswertung nétig, um ;, 7,
aus den zuvor berechneten z;, x, zu erhalten.

Wir werden nun ein Multirate-Verfahren fiir das Teilproblem (2.15a) ent-
wickeln, welches die Idee des mixed-multirate von Bartel/Giinther/Kvaerng
([BGK]) mit der Arbeit von Giinther zu ROW-Verfahren fiir ladungsorien-
tierte Netzwerkgleichungen verbindet. Ersteres liefert die Vorteile der Par-
titionierung von Netzwerkgleichungen in aktive und latente Komponenten, das
zweite liefert eine adaptive Schrittweitensteuerung auf den beiden Aktivitétslevel
iiber die jeweils algebraischen Unbekannten x;, x,. Eine solche Schrittweitensteu-
rung wird angestrebt, da wir uns in der Simulation fiir die Spannungen inter-
essieren, die im ladungsorientierten Netzwerkansatz als algebraische Unbekannte
x;, T, auftreten.

Vom mixed-multirate-Ansatz wird zunéchst die Idee {ibernommen, eine Zwei-
teilung der numerischen Berechnung in compound-Schritt und restliche Mi-
kroschritte vorzunehmen.
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Teil 1: compound-Schritt

Da die Einkopplung des jeweils anderen Aktivititslevels im Teilproblem (2.15a)
fiir aktiven und latenten Teil in gleicher Weise geschieht und der eigentliche Un-
terschied in der numerischen Berechnung in den Schrittweiten hy, h, liegt, wird
eine Verfahrensherleitung nur fiir den latenten Teil durchgefiihrt. Das Vorgehen
fiir den aktiven Part ist entsprechend.

Durch e-Einbettung — der algebraische Teil der DAE wird in eine kiinstliche
Differentialgleichung eingebettet (s.[HW96, VI]) — geht (2.15a) iiber in ein ODE-
System:

U= wixy, x,) ~s U= w7, ~s gio= wi(w, 7, (2.16)
0 = y—aq) ety = y— gi(wy) i o= Ly — alw))

Von rechts nach links gelesen, ergibt sich, dass man aus dem ODE-System nach
Multiplikation der zweiten Zeile mit ¢ und dem anschliefenden Nullsetzen von e
zur Ausgangs-DAE kommt.

Auf die ODE lésst sich nun ein s-stufiges ROW-Verfahren anwenden

(s.[HW96, TV.7]):
(?Jz,l) (ylo)+ZbL(lL)

Die Zuwichse sind gegeben durch

I fElO*Z%La’%La X))

3% = e L L
' ?JZO—FZG 1 :1710+Zamk3
7j=1

i . lé
J=1 J
mit der Jacobi-Matrix:
0 8’(1)[
J = 8331
T 391
Ny XNy axl

und den Verfahrensoeffizienten (A € {L, A}):
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0 0 0 0
A)\ _ O{%l .. : D)‘ . 55\1
A ay o 04?(571) 0 AN 5?(571) 0
~
A
5
S B = (5} ) o, = A+
’7;\1 T %A(s—l) 7
by
b)‘ _ : A)\’B)\’DA’ g)\ c Rs*s
» b € R®.

Die partiellen Ableitungen werden an den Stellen (x;(to), z,(to)) bzw. x,(to) (bei
wy resp. g;) ausgewertet.

Fiir die Kopplungsgrofe X a; & x,(to+arh;) (vgl. (2.4)) wird ein ROW-iihnliches
Schema gewichteter Zuwéchse aus der aktiven Ebene angesetzt:

~ h; &
a j:l
D.h. die analytische Einkopplung vom aktiven in den latenten Teil wird im
numerischen Verfahren abgebildet auf die Einkopplung der Zuwiichse k! aus der

aktiven in die latente Schicht.

Nun ist also fiir die in (2.16) kiinstlich erzeugte ODE bereits ein s-stufiges
Multirate-Verfahren definiert. Durch Umkehrung der e-Einbettung erhilt
man aus der kiinstliche erzeugten ODE das eingebettete DAE-Problem. Durch
Umkehrung der e-Einbettung in gleicher Weise fiir das numerische Verfahren
erhilt man ein Multirate-Verfahren fiir das Teilproblem (2.15a).

Mit der Vereinfachung v = v* (A = L, A) Vi = 1,...,s) ergibt sich ein
einfach-diagonal-implizites® Verfahren. Wie den Koeffizienten zu entnehmen
ist, ist dieses Verfahren in der Einkopplung des jeweils anderen Aktivititslevels
nicht-implizit (6% =0,i=1,...,s).

Fiir den latenten Teil stellt sich das Multirate-Verfahren fiir das Teilproblem
(2.15a) somit folgendermaflen dar:

S

L L

Ty = o+ Y bk
=1

Y = yz,o+zbf'liL
i=1

(2.17a)

9%n englischsprachigen Veréffentlichungen als singly-diagonal-implicit Runge-Kutta- bzw.

Rosenbrock-Wanner-Methods bezeichnet
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Die Zuwéichse bestimmen sich aus

)
1= 8RR = b, m+z% Z,:an—FmZéLkA)

d, = i
dw; X L1.L
L ST Al
L agl kL _ LEEY (2.17b)
7=1
agl i—1
L;L L. L
+Zﬁzgl1 am zgk1
hy

mit dem Schrittweitenverhiltnis: m = —.
a

Die Bestimmung der Unbekannten (z;1,;1) mittels (2.17a) birgt jedoch ein
Problem:

(@11, y1,1) sind Ndherungen an die Losung (z;(to + M), yi(to + hy)) des Teilpro-
blems (2.15a), sie miissen also auch die algebraische Bedingung

1 — () =0

erfiillen.

Dies kann jedoch mit der inkrementellen Bestimmung von z;; und y;; in
(2.17a) nicht garantiert werden.

Abhilfe schafft hier die Bestimmung der differentiellen Unbekannten y, ; mit-
tels der einfachen Funktionsauswertung

Y1 = gi(x,1) (2.17¢)

Anschaulich entspricht dies einer Projektion der Approximation auf die Man-
nigfaltigkeit
M, = {(xay”y - gl(x) = 0}7

auf der die Losung von (2.15a) zu verlaufen hat.
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Somit ist der compound-Schritt eines Multirate-Verfahrens zur Losung des
gekoppelten Hessenbergsystems (2.11) fiir den latenten Teil gegeben durch:

S

L L

wy o= mo+ Y by -k
=1

Y1 = gl(xl,l)a
w1 = gi(x), (2.18)

mit den Zuwéchsen kF,[F aus (2.17b).

7771

compound-Schritt, nichttransformiertes Multirate-
Verfahren fiir Hessenbergsystem

Im aktiven Fall gestaltet sich die Definition analog, dabei wird in der Bestim-
mung der Zuwichse m durch 1/m erstetzt.

Auf obigem Verfahren wird spéter (Kap. 3) die Konsistenzbetrachtung im
compound-Schritt beruhen, somit ist es fiir die weiteren theoretischen Betrach-
tungen von grofler Bedeutung.

Wie bereits geschildert, werden wir aus Verfahren (2.18) durch lineare Trans-
formation ein Multirate-Verfahren fiir die Netzwerkgleichung (2.10) erhalten. An
dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass ROW-Verfahren invariant
beziiglich linearer Transformationen sind, diese also keine Auswirkungen auf die
Konsistenz- und Konvergenzeigenschaften haben.

Im Hinblick auf eine moglichst effiziente Implementierung eines Multirate-Ver-
fahrens fillt auf, dass die Zuwéchse [” nur in die Gewichte k eingehen, jedoch
nicht in die Approximation ;.

Mithilfe einiger linearer Transformationen ist es moglich, dies zu umgehen,
d. h. nur mit einer ,Sorte* von Gewichten xF rechnen zu miissen.

Nach einer Vorstellung der ndtigen Transformationen, wird die Uberfithrung
anhand des latenten Teils kurz vorgestellt (s. hierzu auch [G98]).
Transformationen:

Ky kq & by
Iﬁi)\ — — g/\ . , d)\ — — (g/\)—T .

K kA d> b
0 --- 0
A A A Ay —1 .
o =\ 0y il s A (GY) T = :
0 --- 0
X _ A —_ P N—1 _ . .
o = ( QZ] )i,]:l,. )8 =D (g ) - :
* 0

{\A} =P ={L,A}
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Bem.: (G*) ! existiert, da implizites Verfahren, also 4* # 0
Mit den neuen Zuwiichsen k* und Gewichten dF berechnet sich z;; nun als:

i
L L
w = a0+ Y di K

i=1
Die Zuwiichse [/, kI bestimmen sich aus:
O howy (@, dr, ;)
sts _hl— lL TWI\QL, 3, QL
aazl i _ i
VLT a_gl KkF Yo — gi(ar;) + Z Blr
X 7j=1
mit ar; e o0t Z O’ZJ ] (2.20)
7 def hl
dL,i = :EG,O + mz gz] J (m = h_)
Jj=1 a
Die Matrix
0 0
o Om_, 10w
al‘l P 8:51
—~LT 99 ’
Y Lsxs 1,

die sich durch einfache Gauf-Elimination aus der Matrix des linearen Gleichungs-
systems (2.20) ergibt, ist fiir geniigend kleine h; regulir, da g—fjl in einer Umgebung
der Losung regulér ist.

Dies fiihrt zusammen mit

Bwl L

= hlwl(aL17sz)+hla
T

)

auf die Bestlmmung der Zuwichse k%, die nunmehr unabhéingig von den Wer-
ten [F ist

(5= — " =—)6F = o — gil@r) +h125mwz Cle,sz +h125ma

j=1

Somit ist der compound-Schitt eines Multirate-Verfahrens fiir das gekop-
pelte Hessenbergsystem (2.10) gegeben durch:
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J J
T, = T10 + Z dzL . liiL La,1 = ZLa,0 + Z d? . KJA
i=1 i=1
mit:
(391 hy Lawl) L _
al‘l 8:51
- Lawl L
a(x0) —gi(ar,:) + h Z @fwz(aL i dL i)+ hy Z 5ZJ oz
j=1
09q 40w, 4
— h, A _
(8% Y 0z, )i
40w,
g(zao)_ga(aAz +h Z/B'L]wl dAZ7a‘A1 +h Z 1]8 K’f
7j=1
5 1—1 _
6N’//\,i = Txo + Z Uz] ] d)\,i = :EX,O + mX()\) Z Qi}/{j\
7=1
hy _
m= ot DAY} = (L, 4)
x:{L,A} = {-1.1} x(L)=1 x(4)=-1
compound-Schritt fiir das gekoppelte Hessenbergsystem (2‘21)

In obiger Verfahrensdefinition wurden die Unbekannten y; 1, % 1, Ya,1, Ya,1 Dicht
mehr erwéhnt. Dies liegt zum einen darin begriindet, dass sie durch einfache Funk-
tionsauswertungen (s. Verfahren (2.18)) zu bekommen sind. Zum anderen wurden
sie nur zu Hilfszwecken eingefiihrt und reprisentieren die Strome, die in der elek-
trischen Simulation nicht von Interesse sind. Bei der Ubertragung von (2.21) auf
die partitionierte Netzwerkgleichung (2.10) werden wir uns den Strémen noch-
mals zuwenden.
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Teil 2: Spatere Mikroschritte

Nach der Durchfiihrung des compound-Schritts existieren eine Ndherung fiir den
latenten Teil zum Zeitpunkt £y 4+ h; und eine Niherung fiir den aktiven Teil zum
Zeitpunkt tg + hg:

T =~ {,El(tg—i—hl)

3

xa,l ~ xa(tO + ha)7 ha < hl

In einem zweiten Schritt miissen nun Approximationen an den aktiven Teil im
Zeitintervall (g + hg, to + hy| bestimmt werden. Wie im mixed-multirate ([BGK])
geschieht dies durch ein Verfahren, dessen Schrittweiten adaptiv gesteuert werden,
also weitgehend unabhéngig von den compound-Schrittweiten h;, h, sind.

Unter der Annahme, wir besidfien genaue Werte x;(¢) im genannten Intervall,
bestiinden die spiteren Mikroschritte lediglich aus der Losung des nichtauto-
nomen Index-1-Problems:

o = Wa(wa,t) (% walm(t), a(1)))
= Yo — Ja(Ta) (2.22)
= Ya— ga(xa)a

Dieses Problem konnte nun im Prinzip mit jedem adaptiven DAE-Loser an-
gegangen werden.

Nun besitzen wir jedoch nicht die exakten Werte z,(¢) im Intervall [tg+hq, to+
hy], sondern miissen mit geeigneten Approximationen arbeiten.

Diese Nédherungen an die Kopplungsgosse liefert, wie im mixed-multirate, das
Konzept des dense-output (vgl. (2.5)):

wilto +0h) = xp0+ > dE(0) - KT
=1

0 € [0,1],

welches bereits berechnete Zuwiichse x” anders gewichtet. Die Gewichte dF(6)
sind Polynome in 6.

Das angestrebte Multirate-Verfahren fiir das gekoppelte Hessenbergsystem
(2.11) benutzt also in den spéteren Mikroschritten ein Verfahren, das einen
Index-1-DAE-Loser mit dem dense-output-Schema zur Bestimmung der Kopp-
lung z;(t) kombiniert.

Um auch in den spiteren Mikroschritten eine Schrittweitensteuerung auf Ba-
sis der algebraischen Unbekannten z,, der Spannungen also, zu erhalten muss
darauf geachtet werden, dass der gewéhlte Index-1-DAE-Loser bereits auf einer
solchen Schrittweitensteuerung beruht. Hier bietet sich der CHORAL-Algorithmus
von Giinther ([G98]) an.
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Da wir nicht an einer Implementierung eines Multirate-Verfahrens fiir Netz-
werkgleichungen in der Form des gekoppelten Hessenbergsystems (2.11), sondern
in der allgemeineren Form der partitionierten Netzwerkgleichungen (2.10) ver-
zichten wir an dieser Stelle auf eine Definition der spateren Mikroschritte.

Im néchsten Abschnitt, in dem wir die bereits erzielten Ergebnisse auf die par-
titionierte Netzwerkgleichung iibertragen, wird eine darauf angepasste Definition
gegeben.

Die Konsistenzbetrachtung fiir die spdteren Mikroschritte reduziert sich, wie
zu sehen sein wird, auf ,,getrennte” Genauigkeitsforderungen an das dense-output-
Schema und den zugrundeliegenden Index-1-DAE-Léser.

Multirate-Verfahren fiir die partitionierte
Netzwerkgleichung

Nach den bisherigen Anstrengungen sind wir nun in der Lage, ein Multirate-
Verfahren fiir Modellgleichungen in Form der partitionierten Netzwerkglei-
chung (2.10) zu definieren.

Hierzu wenden wir die linearen Transformationen aus dem Lemma (2.1),
(Transformation in gekoppeltes Hessenbergsystem) in umgekehrter Richtung auf
das Multirate-Verfahren aus dem vorigen Abschnitt an. Dies wird dies latenten
Fall kurz aufgezeigt.

Werden im Multirate-Verfahren (2.21) fiir das gekoppelte Hessenberg-System
die im Beweis zu Lemma (2.1) durchgefiihrten Transformationen und Umbenen-
nungen

a(z) = =S A - qx)
a(m) = ( Oty —nyxny | Lry—m)x (ra—m) ) Ty ()

wi(r,wa) = St filw, xa)
eingesetzt, so ergibt sich fiir die Zuwichse x}:

0 0 .
(a—xl(SL_lALQZ) - hﬂLa—m(SL_lfz))/‘%L = S;'Ar(a(w0) — qiar,))

+ hlZ@LjSZlfz(dL,j,CZL,j)
j=1

i—1 0
h L—(S7 fi)KE
+ ljzjlﬁzyaxl( L fl)h}]
Damit ist ein Multirate-Verfahren fiir (2.10) gegeben durch
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compound-Schritt:
Ty = T + Z diL Kkl Ta,1 = Tg0 + Z diA kA
i=1 i=1
mit:
dqy LOfi, 1 N
A— —hyv"— k= A _ ;
( ey Y (%Z)Hz Ha(2i0) — ala))
h d h L0t 1
+ IZ/szfl aLj7 L] + ZZ/sza
04 8fa N
(Aaa - haVAa )524 = Aa(Qa(xa,U) - qd(aA,i))
0 fa
+hq Zﬂmfl daj,ng)+ ha Z ;;‘a K]
- i—1 _
=Ty + Z oy dyi =130+ MY 0hn]
j=1
m= L {PA}={L,4}
xH{L,A}—={-1,1} x(L)=1 x(A)=-1
spitere Mikroschritte:
1 1 1
gz_haa_ha Pne ,...,—ha Pne
hl hl ( + 51) \hl ( + + :N)J
-1
s¢
To,14+v = La,w + Z dzc : KJC (1/ = ]_, . ,/L)
i=1
mit:
94, c 0fa -
a - i Aa a\La,wy—1) — {qa v
( 91 |(@an) Y (% o ((,)Mu))/{ﬂ (9a(Tap1) — qallc,y))
of
~ C a C
mwazlﬁ olat'(0), ) + s Z 9 By | (0) 20"
_l‘aV+ZO-zj ] )_l‘l,o_}_zd’tL(e)HL
7j=1

Multirate-Verfahren fiir die partitionierte Netzwerkgleichung

(2.23)
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Die Verfahrenskoeffizienten df’, 5, of;, 7 der spéteren Mikroschritte sind die
Verfahrenskoeffizienten des zugrundeliegenden sc-stufigen Index-1-Losers, in un-
serem Fall also die des CHORAL-Verfahrens. Diese werden an spéterer Stelle im
Einzelnen aufgefiihrt.

Um die Berechnung der differentiellen Variablen konsistent zu halten, bleibt
zu zeigen, dass sich die Strome z;, z, der urspriinglichen partitionierten Netzwerk-
gleichung (2.10) als z; = ¢;(z;) bzw. z, = q4(z,) ergeben.

Nach den Transformationen aus dem Beweis zum Transformations-Lemma
(2.1) gilt fiir den latenten Teil:

et = (5100 ) = (5) =70+

und da 7 regulér ist, also z; = ¢;(z;). Fiir den aktiven Teil gilt Entsprechendes.

Eingebettetes Verfahren zur Schrittweitensteuerung

Der im jeweiligen Schritt gemachte Fehler zwischen Né&herung 1,241, a2, - .-
und exaktem Werte z;(t), z,(t) kann, aus Ermangelung der exakten Werte, nicht
exakt bestimmt werden. Deswegen werden zusétzliche Approximationen Z;, ...
anderer (in unserem Fall niedrigerer Ordnung) bestimmt, und mit diesen der
Fehler geschétzt:

z.B.o |z — x(to + )| ~ ||z — 2

Um den zusitzlichen Berechungsaufwand moglichst gering zu halten, werden wir
ein eingebettetes Verfahren benutzen. Dieses verwendet dieselben Zuwichse

kE, ..., gewichtet sie jedoch anders:

K
- IL L
T o= wmo+ Y di Ky
i=1

8
«'ial = LEa’o—f—Zd;‘ '/ﬁ};4
= (2.24)

Sc
. _ Fele.
Tai+r = Tap + Zd1 - Ky
=1

Eingebettetes Verfahren

Im Multirate-Verfahren fiir das gekoppelte Hessenbergsystem sind die Ge-
wichte entsprechend bf, b7, b¢.

Die neue Stufenzahlen §, 5. richten sich nach der Ordnung der zweiten Nihe-
rungen Iy 1, . . ..
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Zusammenfassend kénnen wir festhalten:

Nach einer linearen Transformation der partitionierten Netzwerkgleichung
(2.10) in die spezielle Form des gekoppelten Hessenbergsystems wurde fiir die-
ses Hessenbergsystem ein ROW-basiertes Multirate-Verfahren (2.18) entwickelt.
Um eine moglichst effiziente spétere Implementierung zu ermdoglichen, haben wir
dieses erste Multirate-Verfahren (2.18) mittels weiterer linearer Transformatio-
nen in das Multirate-Verfahren (2.21) iiberfiihrt. Dieses rechnet nurmehr mit den
Zuwichsen xF, ... und nicht mehr mit Zuwichsen kX, IF, .. .. SchlieBlich erhielten
wir durch eine lineare Transformation hieraus ein Multirate-Verfahren fiir das
Ausgangsproblem der partitionierten Netzwerkgleichung (2.10).

Das weitere Vorgehen, Untersuchung der numerischen Eigenschaften und Im-
plementierung, lisst sich mit folgendem Satz kurz zusammenfassen:

Die numerischen Eigenschaften (Konsistenz, Konvergenz, Stabilitét)
untersuchen wir anhand des nichttransformierten Multirate-Verfah-
rens (2.18) fiir das gekoppelte Hessenbergsystem, implementieren wer-
den wir das Multirate-Verfahren (2.23) fiir die partitionierte Netzwerk-
gleichung.

Gerechtfertigt ist dies durch die spezielle Eigenschaft von ROW-Verfahren.
Sie sind invariant bzgl. linearen Transformationen.



Kapitel 3

Verfahrenskonstruktion

Nach der Verfahrensdefinition des vorigen Kapitels steht nun die Verfahrenskon-
struktion — die Bestimmung geeigneter Verfahrenskoeffizienten — im Mittel-
punkt. Die Verfahrenskoeffizienten sind dabei so zu wéhlen, dass sie die Konsi-
stenz im compound-Schritt und in den spédteren Mikroschritten gewéhrleisten.
Wie sich zeigen wird, kann hieraus bereits auf Konvergenz geschlossen werden.
Da fiir differential-algebraisch Systeme noch keine der Dahlquistschen Testglei-
chung fr ODEs entsprechende Referenzfunktion bekannt ist, wird auf den Begriff
der ,,Stabilitédt“ nur kurz eingegangen werden.

Die Konsistenzanalyse griindet, wie fiir Differentialgleichungsloser iiblich, auf
einem Abgleich der Taylorreihen von exakter Losung und numerischer Approxi-
mation. Im compound-Schritt werden wir hierfiir aus der ODE-Analyse die
Idee iibernehmen, auftauchende Differentiale durch graphische Objekte, soge-
nannte Butcher-Baume (vgl. [HNWO00, I1.2]), zu reprisentieren. Diese werden
wir an die Struktur des gekoppelten Hessenbergsystems (2.11) entsprechend an-
passen. Mit einer neu entwickelten Klasse von Bidumen konnen wir dann sehr
einfach Bedingungsgleichungen fiir die Verfahrenskoeffizienten angeben.

Wie zu sehen sein wird, reduziert sich die Konsistenzanalyse in den spiteren
Mikroschritten auf eine Konsistenzbedingung des dense-output-Schemas,
wenn der ,iibergeordnete* Index-1-Loser (in unserem Fall CHORAL) bereits die
geforderte Konsistenzordnung besitzt.

Bei der Verfahrensdefinition des letzten Kapitels wurden folgende Schritte
durchgefiihrt:

1. Die partitionierte Netzwerkgleichung (2.10) wurde mithilfe des Transforma-
tions-Lemmas 2.1 in das dquivalente gekoppelte Hessenbergsystem (2.11)
iberfiihrt.

2. Fiir das gekoppelte Hessenbergsystem (2.11) wurde das nicht-transformierte
Multirate-Verfahren (2.18) entwickelt.

41
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Prob. (2.10) Lemma (21) N piop. (2.11)
| :
| v
| Meth. (2.18)
I
{ !
Meth. (2.23) |« Lemma (2.1) Meth. (2.21)

Abbildung 3.1: Schematische Verfahrensherleitung

3. Das nicht-transformierte Multirate-Verfahren (2.18) ging mittels linearer
Transformationen in das Multirate-Verfahren (2.21) fiir das gekoppelte Hes-
senbergsystemiiber iiber.

4. Das Multirate-Verfahren (2.23) fiir das Ausgangsproblem der partitionier-
ten Netzwerkgleichung (2.10) erhielten wir durch eine weitere lineare Trans-
formation aus dem Multirate-Verfahren (2.21).

Abbildung (3.1) verdeutlicht diese Abhéngigkeiten in anschaulicher Weise. Zu-
sammen mit der Tatsache, dass ROW-Verfahren invariant bzgl. linearen Trans-
formationen sind, zeigt sie folgendes:

Da die Multirate-Verfahren (2.23),(2.21),(2.18) durch lineare Transformatio-
nen miteinander verbunden sind (in der Abbildung durch durchgezogene Linien
gekennzeichnet) kann statt dem Verhalten des zu implementierenden Multirate-
Verfahrens (2.23) fiir die partitionierte Netzwerkgleichung (2.10) das Verhalten
des nichttransformierten Multirate-Verfahrens (2.18) in Bezug auf das gekoppelte
Hessenbergsystem (2.11) untersucht werden.

Koeffizienten, die anhand dieser Betrachtung gefunden werden, kénnen wir
durch die Transformationen (2.19) in Verfahrenskoeffizienten fiir das Multirate-
Verfahren (2.23) der partitionierten Netzwerkgleichung verwandeln.

Erinnern wir uns an die Entwicklung des nichttransformierten Multirate-
Verfahrens (2.18). Das eigentlich bestimmende Problem war das Teilproblem
(2.15a) des gekoppelten Hessenbergsystems (2.11). Dieses sei an dieser Stelle
nochmals aufgefiihrt!:

'In diesem Kapitel wird die hier neu definierte Formelnummer (3.1) benutzt.
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o= wi(x, ) Uo = Wolw,z,)

0 = y—ax) 0 = Yu— ga(m) (3.

3.1 Konsistenzordnung und Grundannahmen

Um die Konsistenz des Multirate-Verfahrens (2.18) untersuchen zu kénnen,
muss zunichst geklirt werden, was Konsistenz im Falle eines Multirate-Verfahrens
fiir Netzwerkgleichungen bedeutet. Anschlielend werden noch einige analytische
Forderungen an das gekoppelte Hessenberg-Teilproblem (3.1) gestellt, um die
Konsistenzanalyse (insb. die Taylorentwicklung) im mathematischen Sinne ,sau-
ber® durchfiihren zu koénnen.

Von zentraler Bedeutung fiir die Eigenschaften eines numerischen Integrati-
onsverfahrens ist der lokale Diskretisierungsfehler, der Fehler zwischen exak-
ter und approximierter Losung nach einem Zeitschritt. Ein Verfahren heifit kon-
sistent, wenn dieser Fehler mit feiner werdender Unterteilung der Zeitschicht
gegen Null strebt. Die ,,Geschwindigkeit®, mit der dies geschieht, definiert die
Konsistenzordnung des Verfahrens. Da ein Multirate-Verfahren mit verschie-
denen Zeitdiskretisierungen arbeitet, muss sich dies auch im Konsistenzbegriff
niederschlagen.

In der Simulation elektrischer Schaltungen interessiert man sich fiir die Span-
nungen (in unserem Fall z;, z,). Deshalb definiert man die Konsistenz nur iiber
diese und ldsst die anderen Unbekannten (die Stréme y;,y,, bzw. z,z,) aufler
Acht:

Definition 3.1 (Konsistenzordnung in der Schaltungssimulation)

Ein Multirate-Verfahren? in der Schaltungssimulation besitzt die Konsistenzord-
nung p, falls gilt:

im compound-Schritt:

lz0(to + he) — 20all = O(R™),
l2a(to + ha) = zanll = O(RZ™)

und im n-ten spdteren Mikroschritt n =1,..., u:

n—1
[7a((to + o + 3 ) + ) = anll = OGS
v=1
Im letzteren Fall wird in jedem Mikroschritt nicht mit den Werten von even-
tuell vorhergehenden Mikroschritten als Startwert gerechnet, sondern es wird von
jeweils exakten Anfangswerten ausgegangen.

2mit einer Zweiteilung der Netzwerkgleichungen in aktive und latente Komponenten, sowie
compound-Schritte und spiitere Mikroschritte
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Bem.: Es wire durchaus denkbar, hier mit verschiedenen Konsistenzordnun-
gen p1, p2, p3 zu arbeiten, was jedoch der Einfachheit halber im Weiteren vermie-
den wird.

Durch die Wahl geeigneter Verfahrenskoeffizienten wird die Konsistenzordung
den jeweiligen Bediirfnissen angepasst. Dabei bleibt immer zu bedenken, dass mit
steigenden Genauigkeitsforderungen die Stufenzahl s des Verfahrens steigen wird.

Um entsprechende Bedingungsgleichungen fiir die Verfahrenskoeffizienten
herleiten zu kénnen, muss (3.1) einige analytische Forderungen erfiillen:

e gi(21), ga(x,) seien in einer Umgebung der Losung geniigend oft stetig dif-
ferenzierbar nach x; bzw. z,.

Auf die Simulation elektrischer Schaltungen dbertragen bedeutet dies, dass
die ladungsspeichernden Elemente geniigend glatt modelliert werden mdis-

sen.
dg; dg . . . .. .
® it Gas seien in einer Umgebung der Losung regulir

Dies ist gerade die Index-1 Hypothese.

{jqunuwA ()\

Yo = [,a) existieren und

e die partiellen Ableitungen der Form
seien stetig fiir geniigend grofle p, v

e w;, w, erfiillen in einer Umgebung der Losung in jeweils beiden Koeffizienten
eine Lipschitzbedingung:
Ly - [lu — |

Lé\ ||ta — val|

[[wa(ur, 7a) = wa(vr, 74) |

<
lwa(@i, ua) — wa(z1,v4)|| <

Das Erfiillen einer Lipschitzbedingung ist zundchst eine rein analytische Be-
dingung, wie sie im Fxistenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindeldff
fiir ODEs von Ndten ist. Eine Lipschitzbedingung in der jeweils eingekop-
pelten Griofie ist dariberhinaus eine natirliche Bedingung, denkt man an
die angesprochene schwache FEinkopplung der jeweils anderen Akitivitdts-
schicht.

e w;, w, seien in einer Umgebung der Losung beschrénkt.

In Bezug auf die elektrische Netzwerkanalyse ist auch dies eine natirliche
Bedingung, garantiert dies doch letztlich eine Beschrinkung des Stromflus-
ses, was der Energieerhaltung entspricht.

3.2 Taylorentwicklung fiir partitionierte
Index-1-DAEs

Das Teilsystem (3.1) des gekoppelten Hessenbergsystems stellt, fiir sich genom-
men, bereits ein gekoppeltes Index-1-System in Hessenbergform dar. Wir werden
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nun die Taylorenwicklung der zugehérigen Losungskomponenten

x(to + hy), zo(to + he) um den Entwicklungspunkt z;(¢o) bzw. z,(ty) anstreben.
Wie leicht zu sehen ist, gehen in die auftretenden Differentiale Ableitungen der

vier Funktionen g¢;, g,, w;, w, ein. Daher ist vorauszusehen, dass sie entsprechend

kompliziert ausfallen werden. Wir werden ein ,, Meer an Indizes und Differentia-

len“ umgehen, indem wir die Idee der ,,graphischen® Differentiation mithilfe von

Butcher-Bidumen vom ODE-Fall auf vorliegendes Problem (3.1) iibertragen.

Um die Indizes nicht unkontrolliert wuchern zu lassen, seien héhere Ablei-
tungen durch Multilinearformen ausgedriickt, wie sie die folgende Definition
beschreibt (siehe auch [HW96, VI.4])

Definition 3.2 Fir eine Funktion
o R x... xRy - R"
(1, mq) = f(T1, ..., )
und Vektoren
up € RY, ... uy € Ry
bezeichne (die jeweilige Erxistenz der partiellen Ableitungen vorausgesetzt)

ok f

m(uﬂu e Uy

die héheren Ableitungen

n
H1,J1 Hk>Jk
i=1,...,m

J1=1 Je=1 axﬂl Jr T axl‘kajk

.....

Im Kontext der Taylorentwicklung werden die jeweiligen Differentiale am Ent-
wicklungspunkt ausgewertet.

Bem.: Als weitere Vereinfachung seien alle im Weiteren auftretenden Funk-
tionsauswertungen jeweils an der Entwicklungsstelle (9, 240) vorgenommen.

Taylorentwicklung der exakten Loésung

Bevor wir auf eine ,,graphische“ Differentiation eingehen, wollen wir einige Diffe-
rentiale ,,zu Fufl* berechnen.

Durch Ableiten der algebraischen Bedingung von (3.1) erhilt man oBdA. fiir
den latenten Teil

dg -
il:(a?i) wi(xy, T4). (3.2)
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Eine weitere zeitliche Differentiation liefert
. d (g 99\~ d
I = a (a—l‘l> . wl(xl,xa) + a—l‘l . awl(xl,xa).
Wobei fiir einen konstanten Vektor u gilt:
d (%)‘1. _ (%)‘1. Pa_; (%)‘1. )
dt (9:El o= (9:El 6:@8331 G a.’L‘l Y

(%)1. g (<%>1w (%)1.u)
(9:El 6:@8331 a.’L‘l b (9:El '

Dies ist eine Konsequenz aus der Kettenregel und der Regel

(A7 (@) = A7 ()4 (0) A~ (a).

Damit folgt also fiir die Ableitung 2.Ordnung:

i o= - AN 8295(%110 %lw)

: 8:51 al‘lal‘l al‘l b al‘l :
(0o ow 09\ (0 Ow (99.\ T
ox; ox; \ 0xy : ox; oz, \ 0x, ¢
Bereits jetzt sieht man, dass diese Ausdriicke sehr kompliziert werden. Eine gra-
phische Représentation der einzelnen Terme in (3.2) und (3.3) ist wiinschenswert.
Es stellt sich heraus, dass es eine Darstellung dieser Ableitungsterme in Form
von Baumen gibt, die einerseits die Differentiale in kompakter Form erscheinen

lassen und andererseits ein Vordringen in hohere Differentiationsebenen durch
einfachen ,,Ausbau“ der Biaume ermdglicht.

(3.3)

Baume und elementare Differentiale

Ahnlich zu den Butcher-Biumen fiir gewdhnliche Differentialgleichungen
([HNWO00, I1.2]) und den von Hairer und Wanner beschriebenen differential-
algebraischen Bidumen ([HW96, V1.4]) lassen sich die im Multirate-DAE-Problem
(3.1) auftauchenden elementaren Differentiale (also die Terme aus beispielsweise
(3.3)) durch entsprechend angepasste Baume beschreiben.

Da wir es hier mit vier verschiedenen Funktionen (g;, wy, gq, w,) zu tun haben,
benétigen wir vier verschiedenartige Baumknoten. Die latenten Anteile seien
durch runde und die aktiven durch quadratische Knoten identifiziert.

Leere Knoten deuten auf eine Beteiligung der Funktionen g, g,, gefiillte
Knoten auf die Funktionen w;, w, hin. Die Aste der Biiume bestimmen die
auftretenden partiellen Ableitungen, je nachdem welche Knoten sie verbinden
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Als Wurzel sei der jeweils unterste Knoten eines Baumes, also der Knoten,
der nicht Endpunkt eines Astes ist, bezeichnet.
Folgende Definition ergibt eine rekursive Beschreibung der Baume

Definition 3.3 (Multirate-Differential-Algebraic-Trees (MDAT)) Es sei
MDAT = MDAT,, U MDAT,, UMDAT,, UMDAT,, die Menge aller (Multirate-
DAE) Biume.

Die Indizes y;, ya, T, X, bei den obigen Teilmengen und bei den weiteren Bdu-
men bezeichnen die Art der jeweiligen Wurzel:

Y gefillter Kreis
T leerer Kreis
Yo  gefilltes Quadrat
r,  leeres Quadrat

Alle mdéglichen Bdume ergeben sich durch folgende rekursive Beschreibung:

o) @ =1, € MDAT,, " =, € MDAT,,
m=1, € MDAT,, o =r, € MDAT,,

b) [ul, ... uk ui .. ud], € MDAT,,

3 'my > 'n

falls ul, ... uk € MDAT,,
uil, ..., ul € MDAT,,
n,m € Ny, (m,n) # (0,0)

c) [uit, .. uput, .. ul],, € MDAT,,

»'n

falls uft, ... u2 € MDAT,,
uf, ..., ul € MDAT,,
n,m € Ny, (m,n) # (0,0)
d) [t¥],, € MDAT,,
falls t¥ € MDAT,,

e) [uf,...,uk],, € MDAT,,
falls ul,... ul € MDAT,,
neNn>1
f) [t{‘]xa S MDATma
falls t{* € MDAT,,

g) [uf,... ull,, € MDAT,,

falls ui,... ,u? € MDAT,,
neNn>1
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Die Biume in den eckigen Klammern [ | stehen in keiner geordneten Reihen-
folge

Zusammen mit einem Index z;, z,, 1, y, beschreibt der Klammer-Operator
| ] die Bildung eines neuen Baumes: Die Baume innerhalb der Klammern werden
iiber einen gemeinsamen Knoten, der neuen Wurzel miteinander verbunden. Der
Index bestimmt die Art dieser neuen Wurzel (d.h. Kreis oder Quadrat, leer oder
voll).

2.B. [o/. an e MDAT,, ,
- [cf § R~ L € MDAT,,

Da die MDAT-Baume eine graphische Reprisentation von Differentialen ver-
schiedener Ordnung sind, ist es natiirlich, auch fiir sie einen Ordnungsbegriff
einzufiihren:

Definition 3.4 (Ordnung) Firt € MDAT ist die Ordnung o(t) die Anzahl der
vollen Knoten (unabhdingig von ihrer Form,)

o)

Die rekursive Definition der MDAT-Bédume (3.3) ermdglicht nun eine einfache
Zuordnung Baum <> Differential:

Definition 3.5 (Vom Baum zum Differential) Aus den MDAT-Biumen er-
geben sich die zugehorenden Differentiale auf folgende Art und Weise:

W) Flr)=w, Flm)=(3)

b) F(t) = oo (F(ub), ... F(uk), F(uf), ... F(ul))

Oz Oz
falls " =[ul, ... ub ui,. .. ul], € MDAT,
¢) F(t4) = Gz (F(ub). ... F(uf), F(ui), ... F(up,))
falls 4 =[ul, ... uld, uk, ... ul], € MDAT,,
-1
d) Fu") = (3%) F(th)
falls u® = [t],, € MDAT,,
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n

—1 an
e) Flu) =~ (§2) G (F(ub)..... F(u]))
falls ub =[uk, ... ul],, € MDAT,,

f) Futy = () "Rt
falls  u”* = [t}'],, € MDAT,,

—1 an
g) Flut) =~ (52) G (F(uf),..., F(uy))
falls b = [uf, ... ull,, € MDAT,,

Die Zugehdrigkeit der Teilbdume uF,u, tF, 1

besteht in analoger Weise zur Deﬁmtwn 3.35.

zu den Teilmengen von MDAT

Da nach dem Satz von Schwarz die Reihenfolge der partiellen Differentiationen
nicht relevant ist, kénnen in obiger Definition die Teilbdume uF, u, t£, ¢ beliebig
permutiert werden, ohne dass dies Auswirkungen auf die Differentiale F'(-) hitte,
d. h. die Differentiale sind wohl definiert.

Das beschriebene Vorgehen, aus Bdumen Differentiale zu gewinnen, sei an

einem kleinen Beispiel erlautert:

F(Q) = o/'d.ml Z—(a—il _I(F(Tm,),F(rxl))
B (g_zlz) aijgfpl((a_gi)i wy, (8—%)7 wy)

Dies ist gerade der erste Term aus (3.3).

Nun lassen sich nicht nur Baume auf Differentiale und Differentiale auf Baume
abbilden. Es ist auch moglich, die sukzessive Ableitung direkt am graphischen
Objekt des Baumes durchzufiihren.

Vom Baum zum Baum: Graphische Differentiation

Wendet man auf jeweils einen Knoten eines Baumes ¢ € MDAT jeweils eine der
folgenden Regeln an, so erhilt man eine Menge von Biumen, deren aufaddierte
zugehorige Differentiale die Ableitung des Differentials F'(t) ergeben.

1. Spalte leere Knoten auf in zwei gleichartige leere Knoten und hiinge an den
unteren der beiden, der Art des Knoten entsprechend, 7,, bzw. 7,, an.
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d.h.
o~ 4@/@

bzw. ’
o~ Jmﬂ

2. Hénge an volle Knoten 7,, an.

d.h.

oo &
bzw. )
. . {.

3. Hénge an volle Knoten 7,, an.

d.h.
c..‘ M i...
bzw. '
c..‘ M i-".

Dies entspricht der Differentiation

—1
von (g—ii) v nach z; und dem Hin-

~1
zufiigen des Terms i; = (%) wy,
bzw. L
von (g%) v nach z, und dem Hin-
a

1
zufiigen des Terms &, = (g%) W,
(v : konstanter Vektor).

Dies entspricht der Differentiation
von w; nach z; und dem Hinzufiigen des

~1
Terms z; = (g%) wy, bzw.

von w, nach z; und dem Hinzufiigen

~1
des Terms z; = (g:%) wy.

Dies entspricht der Differentiation
von w; nach z, und dem Hinzufiigen

1
des Terms z, = (gﬁa) Wq, bzw.
a

von w, nach z, und Hinzufiigen des

-1
Terms ©, = (gmg“) W

4. Falls an einem leeren Knoten zwei oder mehrere Badume mit gleichartiger
leerer Wurzel anschlielen, so héinge an diesen Knoten 7,, bzw. 7,,, der Form
des Knoten entsprechend, an. (Im Bild ist der Fall aufgezeigt, an dem zwei
Baume mit gleicher Wurzel anschliessen.)

d.h.

bzw.

Dies entspricht der Differentiation

von ?9;? (v1,...,v,) nach x; und dem

-1
Hinzufiigen des Terms @; = (g—i’l) wy,
bzw.

von %v%%(vl, ...,V,) nach z, und dem
~1
Hinzufiigen des Terms &, = (gg“) W,

vy, ...,0, : konstante Vektoren, n > 1.
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Bei genauer Betrachtung dieser Regeln fallen mehrere Eigenschaften auf:

e Jede Anwendung einer der vier Regeln fiihrt dazu, dass genau ein voller
Knoten hinzukommt, die Ordnung des resultierenden Baumes also um je-
weils eins hoher liegt als die des Ursprungsbaumes. Ubertragen auf die Ab-
leitung der Differentiale bedeutet dies, dass die Ordnung des Differentials
von Stufe zu Stufe wichst.

e Die obersten Knoten eines Baumes sind jeweils volle Knoten, d.h. jedes
Differential endet mit einer Funktionsauswertung von w; oder w,.

e Aus einem Ursprungsbaum kénnen gleichaussehende Baume entstehen.

z.B. ergibt die Anwendung der Regel 4) auf die drei leeren Knoten des

Baumes Q jeweils den Baum

Um diesem mehrfachen Auftreten von Bdumen Rechnung zu tragen, bietet
sich an, die vollen Knoten zu numerieren um damit Bdume unterscheidbar
zu machen.

Hierbei ist zu beachten, dass volle Knoten in unverzweigten Teilbdum-
en von ,unten nach oben“ entstehen. Somit macht eine Numerierung nur
Sinn, wenn sie diese Entwicklung beriicksichtigt, die vollen Knoten also
in jedem Teilbaum monoton aufsteigend beziffert werden. So wie bei
unbeschrifteten MDAT-Bidumen eventuelle Permutationen von Teilbdum-
en keinen Einfluss auf den Gesamtbaum und damit auf die zugeordneten
Differentiale haben, darf dies auch bei der Numerierung keine Rolle spielen.

So gibt es beispielsweise fiir den obigen Baum drei verschiedene, mono-
ton aufsteigende Beschriftungen, also genau so viele Numerierungen, wie
verschiedene Baumentwicklungen vorliegen:

2 3 13 12
Definition 3.6 (Monoton beschriftete Baume (LMDAT))

Ein Baum t € MDAT, versehen mit einer monoton aufsteigenden Numerierung
seiner vollen Knoten nach obigem Muster, wird monoton beschrifteter Baum
genannt. Die Menge LMDAT (labelled multirate-differential-algebraic-trees) aller
dieser Baume, ergibt sich aus der Menge aller mdglichen monotonen Beschrifteten
aller maglichen MDAT-Elemente.

Entsprechendes gilt fiir die Teilmengen LMDAT = LMDAT,, U LMDAT, U
LMDAT,, U LMDAT,,
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Wir sind natiirlich daran interessiert, die Anzahl der verschiedenen Numerie-
rungen eines Baumes mit einer allgemeingiiltigen Vorschrift berechnen zu kénnen.
Konnten wir dies nicht, so miissten wir uns fiir jeden Baum die Anzahl seiner Nu-
merierungsmoglichkeiten iiberlegen.

Eine Moglichkeit, eine solche Vorschrift zu erhalten, bietet die Betrachtung
von MDAT als Représentantensystem einer Aquivalenzrelation auf LMDAT.

Ist diese gegeben durch:

t1,to € LMDAT, t; ~ ty &ty stimmt bis auf die Beschriftung tberein mit ts,
dann ist MDAT in der Tat ein Repriasentantensystem, und die Anzahl der Nume-
rierungsmoglichkeiten eines Baumes ¢t € MDAT ist gerade die Méchtigkeit seiner
zugehorigen Aquivalenzklasse in LMDAT.

Lemma 3.7 Die Mdchtigkeit der Aquivalenzklasse des Baumes t € LMDAT,
also die Anzahl der Méglichkeiten o(t), den Baum t € MDAT, der aus t durch
Weglassen der Numerierung entsteht, monoton zu beschriften ergibt sich zu:

W alm) =1, al(m) =1
a(ry,) =1, 1

Q(ul )’ * Q(um) " ptpat
falls t=[ul, ... ul uf, ... ul], € MDAT,,
oder t=[ul,...  ul uf, ... ul], € MDAT,

¢c) a(u) = aft)
falls  u = t],, € MDAT,,,t € MDAT,,
oder wu = |t],, € MDAT,, ,t € MDAT,,

o(ur), ..., o0(uy)

falls  uw="Tuy, ..., upl, € MDAT,,
U, ..., u, € MDAT,,

oder wu=uy,...,up|,, € MDAT,,
U, ..., Uy € MDAT,,

d) a(t) = ( o(u) ) cofuy) - a(Un) * et

Die Werte y; bezeichnet hierbeir die Grifie eventuell vorkommender Gruppen,
(bis auf Permutationen) gleicher Biume unter den jeweiligen Mengen der einen
gréfieren Baum bildenden Teilbdume.

Beweis 3.8 Siche den Beweis zu Lemma 8 in [H81] mit der Zusatziberlegung
fiir die Teile ¢) und d), dass leere Knoten nicht numeriert werden, Bdume mit
einem solchen Knoten als Wurzel keine beschriftete Wurzel besitzen.
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Als Beispiel ergibt sich also fiir den bereits mehrfach zitierten Baum:

e = (et g

<1?2>'l'<1,21>'a(<¥')'0‘(a')‘%
321

1-2 1-121

Ubertriigt man nun die vorangegangenen Definitionen, die die Beziehungen
vom umbeschrifteten Baum zum Differential beschreiben, und die Regeln der
»graphischen® Differentiation auf die beschrifteten Baume LMDAT, dann ist es
ein Leichtes, die Ableitungen der exakten Losung z;, x, kompakt zu beschreiben:

Theorem 3.9 (Ableitungen der exakten Losung) Fir die Ableitungen der
exakten Lisung x;,x, von Problem (3.1) gilt:

2 (t)) = > F(ub) (w0, 200) = 3 a(ul) - Fub) (w0, 7o)

uLeLMDATzl,g(uL):q uLEMDATzl,g(uL):q
D (ty) = > F(u) (210, Za0) = > « u) - F(u™) (210, Tay)
uACLMDAT,, ,0(u?)=¢q uAEMDAT,, ,0(u?)=q

Beweis 3.10 Die beschriebene graphische Differentiation mit Hilfe der LMDAT-
Biume erzeugt, ausgehend von 1, bzw. T, (in beschrifteter Form) jeden Baum
héherer Ordnung genau einmal. So werden nach q Schritten alle Biume der Ord-
nung q genau einmal erzeugt. Nimmt man nun statt der beschrifteten die unbe-
schrifteten Bdume, so muss bei jedem nun auftretenden Baum gezihlt werden,
auf wieviele Arten man dessen volle Knoten monoton numerieren kann, wie oft
dieser Baum und damit dessen Differential F' also auftaucht.

Tabelle 3.1 zeigt alle Bdume und zugehorigen Differentiale der Ordnungen
1 und 2. Eine Aufstellung aller Differentiale bis zur Ordnung 3 finden sich im
Anhang.

Mit Theorem (3.9) folgt nun abschliessend:

Lemma 3.11 (Taylorentwicklung der exakten Losung) Fiir die Taylorent-
wicklungen der Liosungen x;,z, von (3.1) um den Entwicklungspunkt to gilt:

o(u®)

h
l‘l(t(] + hl) = Z a(uL) . F(UL)(]IZ’O,J,‘&’O) i A + RqL(hl), (34&)
ul EMDAT o(u*)!
o(u")<q
A A hg(UA) A
zoto+he) = D a(u?)  F(u) (20, Ta0) - —— 7+ 1y (he), (3.4b)
uAEMDAT o(ut)!
o(u?)<q

mit Resten | RE(h)|| = O(h) und || RA(h)|| = O(h%).
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3.3 Konsistenz im compound-Schritt

Im letzten Abschnitt haben wir die Taylorentwicklung der Lésungskomponenten
xy, ¥, durchgefiihrt (Lemma 3.11). Die MDAT-Béume, die dort zur kompakten
Formulierung der Taylorreihen fiihrten, kénnen wir auch in der Taylorentwick-
lung der numerischen Approximationen g, .0 im compound-Schritt ein-
setzen.

Ist dafiir eine geschlossene Darstellung gefunden, ergeben sich die Bedingungs-
gleichungen an die Verfahrenskoeffizienten durch einfachen Taylorreihenabgleich
von jeweils exakter Losung und numerischer Approximation.

Den Weg zu einer entsprechenden Darstellung der Taylorentwicklung der nu-
merischen Approximation werden wir wiederum anhand des latenten Teils be-
schreiben.

Nach dem nichttransformierten Multirate-Verfahren fiir das Hessenbergsy-
stem (3.1) ist eine N&herung x;1 = x;(to + h;) gegeben durch:

S
L L
20 =210+ Y b -k
i=1

0
mit 0 = g;(z;,0) )+ ZﬁL lL ZSEUZ 'Yz‘Lj . kf
j=1
L ~L 3L a,wl ! L L
li = hwi(ay, dif) + hla—xl Z%‘j - kj
j=1

(3.5)

i—1
~L L L
a; = z0+ Y o k]
j=1
i—1
L L A
di :xa,g-l-’m-z:(sz-j k_]
j=1

x;,1 kann also via kF, 1P, k{1, 1 als eine Funktion® z; ; (h) in h aufgefasst werden,
mit ;1 (0) = ;0 = x;(to) und 11 () = 211 = x1(to + hy). Somit suchen wir nach

der Taylorentwicklung
S )

X1 = I,El’l(hl) = Z H - I,Elipl (0) (36)

p=0

Die bendtigen Ableitungen a:l(f)l)(O), p=1,...,q ergeben sich nach (3.5) zu

= S ()P (0). (3.7

3Wir verwenden hier fiir die Funktion und die Approximation an x;(ty + h;) dieselbe Be-
zeichnung. Welches nun jeweils konkret gemeint ist, ergibt sich aus dem Kontext: mit 2;1(-)
meinen wir die Funktion, mit 2;; die Approximation.
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LdL AdAl

172’1’1

Hier schreiben wir die Zuwéchse und die Zwischenwerte a
Funktionen in h, wie wir dies fiir z;; tun.

Die Aufgabe, die Ableitungen der Zuwichse zu erhalten, bedarf nun einiges
an analytischer Arbeit. Wie aus (3.5) ersichtlich, sind hohere Ableitungen von
h-wy(al,d") und g,(al) an der Stelle h = 0 nétig.

Diese lassen sich mlthllfe der Leibnizschen Formel und des Lemmas nach
Faa di Bruno (beide sieche [HNWO00, I1.2]) — Folgerungen aus der Kettenregel —
bestimmen (alle Funktionsauswertungen finden an der Stelle A = 0 statt):

1) (h : wl(az 7d1L))( ?) =bp- (wl(afa(jf))(p_l)

mit

(wi(af ,df))r=" =

al—l—nwl ~ ~ s s
g (@) #) @), (@), dh) )
prtepr e
Vi+-tupn

und

i—1 i—1
~ LN (v 1" v
@0 = Y abth, @0 = () m YY)
j=1

=1

Die obige Summe lduft iiber alle ungeordneten Tupel von Zahlen p;, v; € Ny,
die in der Summe p — 1 ergeben.

Der Vorfaktor (+) in den Ableitungen der Werte d¥ riihrt von der Nach-
differentiation der aktiven Zuwichse k' = k*(h,) = k(L - ;) her. (Ent-
sprechend wird im aktiven Fall dieser Vorfaktor m sein).

.. . agl N _
i) (a@)® = 3 S (@he... @he)
p1+Fp=p l

Die, die Zuwéichse k', [” bestimmenden Gleichungen von (3.5) p-mal nach h ab-
geleitet sind also:

_ o' (1) =L (tn)
0= - X gr(@™...@he)
Bt =p
1>2
g 2 g i ‘ (3.9a)

_8_331(]2 al; - (k]L)(p)) 30, (2:1 1L] . (k]L)(p)) +]ZlgiLj(lJL)(p)

__9g9 L (1L
le EJ I'sz k )(p)
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8l+nwl ~ B .
tHP =" S (@ @)
prtemt L8
Vit ln
=p—1
1+n>2
8wl =t 8wl
j=1

f’w L (1L
] E] 1’3 k (p R

1\4! 8’[1)[
—i—q-(—) o (9:15,125

m

Es stellt sich heraus, dass die Einfiihrung der Inversen 2* der Koeffizientenmatrix
B*(\=1L,A)

v

0= (W), (8)" (A =L.4)

1,)=

die Elimination der Zuwéchse I ermdglicht.
Aus (3.9a) ergibt sich damit

i g\ ™" 09 (1 .

(kF)®) = _]Z:wiLj 3 <8_$1> ol ((a]L)(u ) (aJL)(uz))
= et =p

1>2 l (3.10)

g - Ly(p)
+(axl) (ik)

und zusammen mit (3.9b) folgt daraus fiir p > 2

7 o flal ~ ~
W= =Xl Y (5) o (@ @)w)
j=

Bt =p
1>2

d9\ ™ 0w () ALY ()
+p Z <a$l> amﬁamg ((a’t) a'--a(dz) )
14+
vit+..4+vp+
=p—1
l4+n>2

891 8’[1)[
T (6:5;) 3555 ZB”

1\P! g 18wl : L (.A\(p—1
() (axl> 0v0 2= 57)

(3.11)
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In dieser letzten Darstellung (3.11) der Ableitungen erkennt man bereits die
Strukturen der elementaren Differentiale aus dem letzten Abschnitt. Wie das
folgende Lemma zeigt, sind wir nun in der Lage, die Ableitungen von kX (h) an
der Stelle A = 0 durch die elementaren Differentiale und damit den Béumen aus
dem letzten Abschnitt zu beschreiben.

Lemma 3.12 (Differentiation der Zuwichse)

Im compound-Schritt gilt fiir die Differentiation der Zuwdichse kEF, k
latent: (k)P (0) = > a(u) - y(u®) - @;(uh) - F(u®) (210, Ta0)
u” € MDAT,,
o(u™)=p
aktiv: (k)P (0) = > a(u) -y (u?) - ®;(u?) - F(u) (10, Tag)
u? € MDAT,,
o(u™)=p
mit y(u) :

o (1) = (7,) = (1) = (1) =1

o y(t)=o(t) - y(uf) o y(uf) y(uft) -y ()
falls t = [ul, ... uf,ui, ... u], € MDAT,,
bzw. t = [uf, ... uf,ufy ... ull],. € MDAT,,

) = 42
falls u* = [t'],, € MDAT,,

y(ut) = (1)
falls w = [t}],, € MDAT,,

y(@Wh) = y(uf) -y (uy)

falls u* = [uf ... uk],, € MDAT,,

o v(wh) =(u) ...y (up)
falls ut = [ui, ... u],, € MDAT,,
mit ®;(u)

o Di(1y,) = i(7s,) = Pi(1y,) = Pi(7,) =1
o i(th) =3 5 ®i(ur)

falls t¥ = [u¥],, € MDAT,,
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=B - @iluy)
j
falls t4 = [uf'],, € MDAT,,

o By(th) = mn—elut)+. +g< M)

L L L
Z OCZ,UI e e " Z,U[ 521/1 - * 6’iVn
511 ,,,,,,,,,, 5 :L Dy, (UlL) et (I)ul(ul )
By, (u) - By, (up)
falls t£ = [uf, ... uf uf, ... ud], € MDAT,,

und (n+1>1) oder (I1=0 und n > 1)

I—(o(ut ul
@(tA) (l) ((1)+ +£’(1))

A A A
Z 5“’” S e e (Szﬂ/l aiUl e e " Of“jn
H1s---5 0]
s By, (uy) @y, (uf)
D, (uf) Py, (U;?)
falls t4 = [ul, ... ul,ui, .. ud],. € MDAT,,

und (n+1>1) oder (I >1 und n =0)

o Oi(u) = P;(ty)
falls u" = [t}],, € MDAT,,
o i(u) = 2;(t)
falls u* = [tY],, € MDAT,,
° @i(uL) = Z w ]ul afun
Jolseeeslhn
Qpy (ug) + o Dy, (uy)
falls ul = [uF, ... uk],, € MDAT,,
Co = Y el o,
JsH1 e slin
Cpy (ugh) « e @, ()
falls u?t = [uf, ..., n] € MDAT,,

Wobei die Zigehédrigkeiten

uf € MDAT,, u# € MDAT,,
yl € MDAT,, 1y € MDAT,,

gelten.

29



KAPITEL 3. VERFAHRENSKONSTRUKTION 60

Beweis 3.13 Ein Beweis kann mittels vollstindiger Induktion nach der Ablei-
tungsordnung p gefiihrt werden. Hier wollen wir nur einen groben Abriss der
Vorgehensweise geben. Der vollstindige Beweis findet sich im Anhanyg.

Wir gehen zundchst von der Darstellung der p-ten Ableitung der Zuwachsfunkti-
on ki*(h) gemdf (3.11) aus. Nach (3.8) sind die Ableitungen der Zwischenwerte

ak(h),d* Linearkombinationen der entsprechenden Ableitungen von kX (h) bzw.
kA (R).

Damit kénnen wir eine Reihe von konstanten Faktoren aus den Multilinear-
Formen aus (3.11) herausziehen und gelangen nun zu Multilinear-Formen der
Bauart:

(3) " 5 (k)™ (k) ™) uma (B2) " S (1) ™0 (k)™

sowie zu Differentialen der Form.:

(%)—1 dwy (kjp)(p—l) und (%)—1 oy (kA)(p—l)

ox; oy oy oz J

Hierauf wenden wir die Induktionshypothese an, und nach neuerlichem Ausklam-
mern aller konstanten Werte aus den Multlinearformen und Differentialen erge-
ben sich Multilinearformen und Differentiale der Form.:

(2) ™" % (P, Fa)) o () S (P, P

ox; 8:1:5 ox; 81581‘3 n
-1 -1
(82) " 22 F(ub) (w0, Ta0) -+ (22) 22F(uf) (210, Tao)

Nun korrespondieren diese mit den rekursiv definierten MDAT,, - bzw. LMDAT,, -
Baumen des letzten Abschnitts:

[u%a"':ulL]l‘u [[U%;---,Uﬁ]yl]ml
Huﬂyz]l‘u [[Uf]yl]ml

Es bleibt nun zu tberlegen, dass hierdurch alle Bdume bis zur Ordnung p
gebildet werden konnen und, dass sich diese Beschreibungen nicht iberschneiden,
jeder Baum (€ LMDAT) also genau einmal entsteht.

Weiter kann man sich klarmachen, dass die jeweils ausgeklammerten konstan-

ten Werte gerade die Koeffizienten y(-) - ®(-) ergeben.
O

Damit sind wir nun in der Lage, auch die Ableitungen der numerischen Ap-
proximation des compound-Schrittes mithile der MDAT-Biume anzugeben:
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Theorem 3.14 (Ableitungen der Approximation des compound-Schrittes)
Fiir die Ableitungen von w1 (h) und x,,(h) an der Stelle h =0 gilt:

) = XY by Bi(h) - a(uh) - F(uh) (w10, 7ap)
ul€MDAT,, =1
o(ul)=p

20 = XX b Bt alu?)  F ) (w0, 700)
uAE€MDAT,, =1
o(ut)=p

Dies fiihrt nun direkt auf die Taylorentwicklung der N&herungen x; 1, x,1 des
compound-Schrittes:

Lemma 3.15 (Taylorentwicklung der Approximationen) Fir die Taylor-
entwicklungen der numerischen compound-Schritt-Approzimationen 1, Tq 1
durch das nichttransformierte Multirate- Verfahren (2.18) gilt:

S hg(uL)
mao= > > broy(uh) - @uh) - a(ut) - F(u®) (w10, 2a0) -
B o o(ul)!
uLeMDAT = B
o(ut)<q +RE(hy),
(3.12a)
4 A A A A hg(uA)
Tag = Y, > bey(uh) @) o) - F(ut)(zie, Ta0) - o
uA€MDAT =1 ou?)
o(u)<q +R2(ha)
(3.12b)

mit Resten ||}~25(hl)|| = (’)(h?“) und ||R;‘(ha)|| = O(h'f'l).

Durch Vergleich der Taylorreihe (3.11) der exakter Losung und der Taylor-
entwicklung (3.15) der numerischen Approximation erhalten wir die zentrale
Konsistenzaussage:

Theorem 3.16 (Konsistenzbedingungen im compound-Schritt)
Das nichttransformierte Multirate- Verfahren (2.18) besitzt im compound-Schritt
die Konsistenzordnung p (s. Def 3.1) genau dann, wenn gilt:

SobF- @i (ut) = vul € MDAT,, mit o(u") <gq
i=1

Yout@i(ut) = vut € MDAT,, mit o(u?) <q
i=1
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Die Werte ®;(-) und 7(-) sind nach dem Lemma 3.12 rekursiv definiert. Bei
einer genauen Betrachtung der Rekursionsvorschriften stellen wir jedoch fest, dass
wir ®;(-) und 7(-) auch direkt am zugehorigen Baum ,ablesen® konnen.

Den Wert «(u) fiir einen Baum u € MDAT erhalten wir durch eine schritt-
weise Zerlegung des Baumes u ,,von unten“. D. h., wir nehmen von der Wurzel her
aufsteigend jeweils einen Knoten (also jeweils eine Wurzel) weg und betrachten
rekursiv die neu entstandenen kleineren Bidume. Gingen vom entfernten Knoten
mehrere Aste ab, so erhalten wir durch seine Léschung mehrere Einzelbdume, auf
denen wir jeweils einen Wert 7(-) nach gleichem Muster berechnen. v(u) ergibt
sich dann aus folgendem rekursiven Vorgehen:

e Ist die entfernte Wurzel ein leerer Knoten (Kreis oder Quadrat), so ist das
v(-) des Baumes, von dem wir diese Wurzel entfernt haben, das Produkt
der v(:)’s der nun entstandenen Biume.

e Ist die entfernte Wurzel ein voller Knoten (Kreis oder Quadrat), so ist das
v(-) des Baumes, von dem wir diese Wurzel entfernt haben, das Produkt
der 7y(-)’s der nun entstandenen Béume und der Ordnung p(-) des Baumes
vor der Entfernung der Wurzel. (Diese Ordnung ist gerade um 1 grofier als
die Summe der Ordnungen der neu entstandenen Biume.)

i ,Y(Txl) = ,Y(vaa) = ,y(Tyl) = W(Tya) = ]‘
Die ,trivialen“ Biume sind das Rekursionsende.

Dies sei nun noch an zwei kleinen Beispielen aufgezeigt:

) = =82 = =822 =521 =6

Und auch die Werte ®;(u) lassen sich nach einer kleinen ,Reduktion“ der
Béume direkt ablesen.

Hierzu wird ausgenutzt, dass Q* = (B) ! ist. Dies fiihrt bei der rekursiven
Berechnung von @;(u) nach Lemma 3.12 dazu, dass sich w’s und f’s teilweise
ausloschen. Diese Ausloschung tritt genau dann auf, wenn im Baum auf einen
leeren Knoten ein voller Knoten derselben Gestalt folgt (an einen leeren Knoten
schliesst entweder genau ein voller Knoten derselben Gestalt an oder mehrere
leere Knoten beliebiger Gestalt).

Um nun am Baum direkt die Gestalt von ®;(u) erkennen zu kénnen, transfor-
mieren wir diesen in einen ,reduzierten Baum* 4, der in Bezug auf ®; gleichwertig
zum Ursprungsbaum u ist (nicht jedoch bezgl. der Differentiale !). Die Reduktion
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ist eine einfache Verschmelzung der Kombination leerer-voller Knoten zu einem
vollen Knoten, wie die folgenden Beispiele zeigen:

Aus den reduzierten Badumen lassen sich die Werte ®; nun durch folgende Schritte
einfach ableiten:

1.

L
ij

A
i

L

Von unten nach oben im Baum werden Indizes (i, j, .. .), beginnend mit i,
vergeben. Dabei erhilt jeder leere Knoten zwei aufeinanderfolgende Indizes
und jeder volle einen.

7. B. k !
J
i

. Wird nun jeweils zwei Indizes, die entweder am selben Knoten stehen oder

iiber einen Ast verbunden sind (hier ist vom unteren Knoten der hohere und
vom oberen Knoten der niedrigere Index gemeint, falls an einem Knoten
zwei Indizes stehen), ein Faktor zugeordnet, so ist ®;(u) die Summe iiber
alle Indizes des Produktes dieser Faktoren.

Diese Faktoren sind:

falls ,,i,j* die Indizes zweier runder Knoten sind und vom un-
teren der beiden zwei oder mehr Aste abgehen

falls ,,i,j die Indizes zweier quadratischer Knoten sind und
vom unteren der beiden zwei oder mehr Aste abgehen

falls ,,i,j* die Indizes zweier runder Knoten sind und vom un-
teren der beiden nur ein Ast abgeht

falls ,,i,j die Indizes zweier quadratischer Knoten sind und
vom unteren der beiden nur ein Ast abgeht

-m"Te falls ,,i“ der Index eines runden Knoten und ,j*“ der Index
eines quadtratischen Knotens ist. Hier ist n die Anzahl der
Aste, die vom unteren runden Knoten zu hoheren quadrati-
schen Knoten abgehen, und g die Summe der Ordnungen der
Teilbdume, die jene als Wurzel besitzen



KAPITEL 3. VERFAHRENSKONSTRUKTION 64

51-Lj . (%)ni@ falls ,,i“ der Index eines quadratischen Knoten und ,j“ der
Index eines runden Knotens ist. Hier ist n die Anzahl der
Aste, die vom unteren quadratischen Knoten zu hoheren run-
den Knoten abgehen, und p die Summe der Ordnungen der
Teilbdume, die jene als Wurzel besitzen

falls ,,i,j die beiden Indizes eines leeren runden Knotens sind

wi; falls .,i,j* die beiden Indizes eines leeren quadratischen Kno-
tens sind

Aus dem Aufbau eines Baumes u erhalten wir nun also auf einfache Weise die
zugehorige Bedingungsgleichung:

1. Bestimme mit dem beschriebenen rekursiven Vorgehen zum Baum u den

Wert ~(u).

2. Nach der Reduktion des Baumes © zum Baum @ kann an diesem reduzierten
Baum der Wert ®; unschwer ,,abgelesen® werden.

3. Die rechte Seite der zum Baum gehorenden Bedingungsgleichung ist nun die
Summe aller Produkte ®;(u) mit dem Vorfaktor bF, falls der Wurzelknoten
rund ist, und b7, falls er quadratisch ist. Die Summe lduft iiber alle in Phi;
auftauchden Indizes 1, j, .. ..

4. Die linke Seite der Bedingungsgleichung an die Verfahrenskoeffizienten ist
y(u)~h

Wir erhalten beispielsweise zum Baum u” = @QE

L

1

I L L oLl .-l — =

.& ~ > bjw) %k%z% =3
1,9,k50,p
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Tabelle (3.3) stellt mit, den Abkiirzungen o}

65

.., schliellich die

Baume und zugehorigen Bedingungsgleichungen fiir den latenten und aktiven
Teil bis zur Ordnung 3 gegeniiber.

e

>obi=1

u

Z bZ-LwZ-Lj(aL)2 =
1]

P ATHCRE
i

Soorpl =

Y]

Zb‘A A _

1,J

Z by o) =

Z b =

R R - e I A -

S = St =4
2,] %]

Z biLaiLéiL = Z biAOziAézA =
2,] %]

SOEOER = 5 SO =
2,] %]

Z bL L/BL 1 Z bAﬂA A 1
- 6 — Y R 6
1] 1,]

1
%:bfﬁgaf =z %jb{‘ﬁ;jaf =

R e S e
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1 1
E bl — - 6L5A — E bf-m-ézf;‘-f
i " 6 inj

1 1 1
) L LgA _ ) A ASL _

1
Lulalals Adatals

> " b; wsa o =3 > " b; wia g B

.7, .7,

1
A aAsA =
Zb w] 5 5

2,7,

1
L alsl —
Zb ZJJ 6 5

2,7,

> thul(al)? =1

1]

S b =1

(]

L L L L L{.[\2_
Z by wiza o qw(a)? =1
i’j7k7l

A A A A A[AN2 _
Z biwijaga lwlk(ak) =1
i’j7k7l

1
ZbA ij Jk :g

7.77

1
Z bL/@Zj jk g

7]7

2 b ofjwii(ai)? = 3

7.77

ZbA ‘53 ]Lk(aﬁ) =3

7]7

@@%%%%w-w
w@%%@@ww

Tabelle 3.3: Bdéume und Bedingungsgleichungen bis Ord-
nung p = 3

Wir sind nun in der Lage, Koeffiziente fiir das nichttransformierte Multirate-
Verfahren (2.18) so zu bestimmen, dass dieses im compound-Schritt eine geforder—
te Konsistenzordnung besitzt. Hierfiir miissen wir die Koeffizienten b, w {\], 5;}
so wihlen, dass die Bedingungsgleichungen bis zur gewiinschten Ordnung alle

bestimmt sind. Dabei ist darauf zu achten, dass die Koeffizienten w i und w L nur
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als ,,Platzhalter® fiir die Matrixeintriige aus Qf = (BL)~! bzw. Q4 = (B4)!
fungieren.

Auflerdem ist zu beachten, dass der Wert m keine Unbekannte, sondern ein
freier Parameter ist. Er beschreibt das Verhiltnis von grofler zu kleiner Schritt-
weite im Compound-Schritt. Da m also ein sich dndernder Parameter ist, werden
unsere Koeffizienten von m abhéngig sein. Dies wiederum heift, dass in einer
spiteren Implementierung die Verfahrenskoeffizienten in jedem compound-Schritt
neu zu berechnen sind.

Wir erinnern uns daran, dass wir in einer Implementierung mit einem eingebet-
teten Verfahren A
Lf)\’lzl',\ﬁ—'—z:b?'k;\, )\:L,A
i=1
die Schrittweiten steuern wollen. Also miissen wir auch fiir dieses Konsistenzfor-
derungen aufstellen.

Das eingebettete Verfahren benutzt dieselben Zuwiichse wie das {ibergeord-
nete Verfahren, gewichtet diese lediglich anders. Die Verfahrenskoeffizienten, die
Einfluss auf die Zuwéchse haben, sind die a’s, 5’ und 0’s. Die Gewichte sind die
b’s bzw. bs.

Fiir die zu erfiillenden Bedinungsgleichungen bedeutet dies Folgendes:

Zu den Koeffizientengleichungen des iibergeordneten Verfahrens der Konsi-
stenzordnung p kommen die Bedingungsgleichungen des eingebetteten Verfahrens
der Ordnung p hinzu. Der einzige Unterschied in diesen zusétzlichen Forderungen
ist, dass in diesen statt b- und b2 nun b* und b steht.

Im spéteren Fall eines Multirate-Verfahrens der Ordnung 3 mit eingebettetem
Verfahren der Ordnung 2 haben wir also zu den (2 - 17) Bedingungsgleichungen
zusitzlich (2 - 4) Forderungen zu erfiillen.

3.4 Konsistenz der spidteren Mikroschritte
und dense-output

Nach den Ausfithrungen zur Konsistenz des compound-Schrittes wenden wir uns
nun der Konsistenz der spiteren Mikroschritte zu.

Dies gestaltet sich wesentlich einfacher, da wir einen Index-1-Léser fiir nicht-
gekoppelte DAEs verwenden und die Einkopplung des latenten Teils iiber ein
dense-output-Schema realisieren werden.

Naiv wird man sich vorstellen, dass die ,, Kombination“ von Index-1-Loser und
dense-output konsistent sind, wenn Index-1-Loser und dense-output jeweils fiir
sich genommen entsprechend ,,genau® sind. Dass dies tatséichlich zutrifft, werden
wir im Folgenden nachweisen.
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Damit wird sich der Aufwand, die Konsistenz der spiteren Mikroschritte zu
gewihrleisten, auf die Betrachtung des dense-output-Schemas reduzieren. Denn
vom iibernommenen Index-1-Léser kennen wir die Konsistenzordnung,

Wie wir in der Verfahrensentwicklung bereits gesehen haben, wiirde sich das
gekoppelte Hessenbergsystem (2.11) in den spiteren Mikroschritten als ein nicht-
autonomes Index-1-System darstellen, wenn wir den genauen Losungsverlauf der
latenten Funktion x;(¢) kennen wiirden:

Jo = Watat) (¥ wa(a(t) za))
0 = Yo — ga(xa) (313)
€ [to+ ha,to + h
Dieses nichtgekoppelte System kénnten wir nun mit einem Index-1-Verfahren
¢ approximativ in der Unbekannten x, bestimmen.
Nun kennen wir aber den Verlauf von x;(¢) im betrachteten Integrationsin-

tervall [ty + ha,to + hy| nicht genau, sondern miissen uns mit einer Ndherung
begniigen. Hier setzten wir ein dense-output-Schema an:

l‘l(t(] + ghl) ~ l‘ds(g) =0 + sz (9) . k,LL
: ; (3.14)

6 € [0,1],
Der Wunsch, dennoch den Index-1-Loser ¢ zu benutzen, fiihrt zu folgender Idee:

i) Ersetze in (3.13) W, (24,t) = wq(z(t), x,) durch

wy (Iaa t) © Waq (I?s (0)7 ma)

¢ 3.15
t = t0—|—9'hl, 06[0,1] ( )
ii) Wende auf das so entstandene neue Index-1-Problem
Yo = w;ls (Za, t)
0 = Yo— ga(za) (3.16)

€ [to+ hayto + h

das Index-1-Verfahren ¢ an.

Dieses Vorgehen wollen wir von nun an als
Index-1-dense-Verfahren ¢
bezeichnen.



KAPITEL 3. VERFAHRENSKONSTRUKTION 69

Eine Angabe zur Konistenzordnung dieses Index-1-dense-Verfahrens ¢ liefert
das folgende Lemma.

Lemma 3.17 Besitzt ein Indez-1-Liser ¢ die Konsistenzordnung p fir das
Index-1-Problem (3.13), erfiillt ein dense-output-Schema z{ (3.14) die Genawig-
keitsbedingung

||z (to + Oh;) — 25(0)|| < ¢ -hY VO €[0,1]

und werden die Mikroschrittweiten h nicht ,zu klein“, dann besitzt das Indez-1-
dense-Verfahren ¢% die Konsistenzordnung p.

Beweis 3.18
Es gelten zundchst folgende Benennungen:

i) x4(t) ist die exakte Losung des Ausgangsproblem (3.13).
i) Tq(t) ist die exakte Losung des abgeinderten Problems (3.16).

iii) x35(h) ist das Ergebnis des Index-1-dense- Verfahrens ¢%° nach einem Schritt mit
der Schrittweite h.

Mit der Index-1-Hypothese (gg‘; ist in einer Umgebung der Ldisung invertierbar) gilt
damit fir z4(t), Zq(t)

ba = (32)7 (0) - walmn(t),m0)

© W, (2(t), za)

Z%a = Wa(ZE?S(H),i‘a), t=1tg+ 0h

Da gg‘; in einer Umgebung von z4(t) invertiertbar ist und wq(z), x4) in beiden Parame-
tern eine Lipschitzbedingung erfillt, erfillt auch W, zwei solche Lipschitzbedingungen:

[Wa(u1,v) = Wa(ug, v)]|

[ Wa(u, v1) = Wa(u,va) | (3.17)

Nun st zu zeigen
|za(to +h) — zB5(R)|| < C-BPTE Vh € [he, b
Mit der Dreiecksungleichung gilt:

lza(to +B) = 2 (B)|| < llzalto + h) = Zalto + )| + [|Za(to + h) — 2g*(B)]]
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mat
to+h d
|za(to + ) — Falto + h)|| < / IWa(@1(7), a) — Wal(67), ) dr
0
(3.17) to+h d to+h _ .
< [T L) = e @ dr+ [ Lallea(r) = Fa(r) lar
0 Sc‘;-hl 0
" h _
< Licaheb+ [ Lollsalto+7) = alto + 7)lldr
0
< 131 cc1-h- hfl" -e"2"  nach dem Lemma von Gronwall
und

|1Za(to + h) — 2 (B)|| < e - RPH
Da x35(h) das Ergebnis eines Schrittes h des
Indez-1-Verfahrens ¢, angewandt auf (3.16) ist

Wir haben vorausgesetzt, dass die Mikroschrittweiten nicht zu klein werden. Dies be-
deutet, dass das Verhdiltnis von Schrittweite h; zu allen Mikroschrittweiten h beschrankt
bleibt, bzw.

hi < Mmax * by Mmax Nicht zu grof

Mit dieser Finschrinkung der Schrittweiten haben wir also insgesamt:

lza(to + h) — 25 ()|

IN

hP+1 X (fil eq - eiz-hl + 02)
C - Pt

IN

Bem.:
Der vorangegangene Beweis zeigt sehr deutlich, dass ein Multirate-Verfahren nicht
zu ,iibermiitig“ angegangen werden darf. Arbeitet man mit zu grofien relativen
Schrittweitenunterschieden, dann ist immerhin zu befiirchten, dass Probleme in
der Genauigkeit auftreten. In diesem Fall hielte ndmlich die letzte Abschitzung
nicht mehr Stand, und es wére mit dem Verlust mindestens einer Ordnung bzgl.
h zu rechnen. Probleme mit der Genauigkeit kdénnen auch auftreten, wenn die
Kopplung zwischen latenten und aktiven Teilen der Netzwerkgleichung zu stark
sind. Diese schliige sich in den Lipschitzkonstanten L;, L, nieder, wiederum mit
der Gefahr, Konsistenzordnungen zu verlieren.

Welche maximalen Schrittweitenverhéltnisse benutzt werden konnen, also wie
,stark® das Multirate betrieben werden kann, h&ingt mit Sicherheit vom Einzelfall
ab.

In den spiteren Mikroschritten des Multirate-Verfahrens sind wir an einer gewis-
sen Konsistenzordnung p interessiert.
Um diese zu erreichen, liefert uns Lemma 3.17 also folgendes Vorgehen:
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i) Wahl eines Index-1-Losers mit Schrittweitensteuerung iiber die algebrai-
schen Unbekannten (die Spannungen). Der lokale Diskretisierungsfehler muss
von der Ordnung O(h?*!) sein.

ii) Anpassung des dense-output-Schemas (3.14) so, dass der der Fehler von der
Groflenordnung O(h]) ist.

Schritt 1: Index-1-Integrationsschema

Da unsere Index-1-Systeme elektrische Netzwerke darstellen, bietet sich hier das
CHORAL-Verfahren von Giinther aus [G98] an. CHORAL ist, wie unser Verfahren im
compound-Schritt, ROW-basiert mit einer spannungsorientierter Schrittweiten-
steuerung. Die Konvergenzordnung dieses Verfahrens ist 3, der lokale Diskreti-
sierungsfehler also von der Ordnung O(h*). Zur Schrittweitensteuerung ist ein
Verfahren der Ordnung 2 eingebettet (lokaler Fehler also von der Grélenordnung
O(h?)).

Schritt 2: Dense-output
Wir haben nun das dense-output-Schema (3.14):

2®(0) = wmpo+ > b/(0) -kl
=1

6 e [0,1],

so anzupassen, dass der Fehler in der Groflenordnung O(RY) liegt
(bei Verwendung von CHORAL p = 3):

l|lzi(to + Ohy) — 25 (0)|| < ¢ - BY, VO € [0,1] (3.18)

Wie im Falle des eingebetteten Verfahrens z; im compound-Schritt, benutzt der
dense-output dieselben Zuwéchse wie das Verfahren zur Bestimmung von i,
gewichtet diese jedoch anders.

Die Verfahrenskoeffizienten (a’s, §’s, §’s) stehen bereits aus der Konsistenz-
Analyse des compound-Schrittes fest. Es bleibt also nur noch die Aufgabe, die
neuen Gewichte bF(0) zu bestimmen. Diese sind Funktionen in 6, die wir als
Polynome vom Grade r schreiben (der Grad r hingt ab von der geforderten
Ordnung p):

T

bi(0) = b7 (3.19)

=1

Um die Polynome b%(6) so zu bestimmen, dass die Genauigkeitsforderung (3.18)
erfiillt ist, miissen wir nun eine neuerlich Taylorentwicklung anstrengen.
7;(to+0h;) muss um den Entwicklungspunkt ¢, und z{%(#) um 0 entwickelt werden.
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Hier hilft uns jeoch die Entwicklung aus der Analyse des compound-Schrittes:

e Die Entwicklung von z,(ty + 6h;) stimmt mit derjenigen von z;(¢y + )
iiberein, mit der Ausnahme, dass wegen der Nachdifferentiation statt hj
nun 6" - hj steht.

e Die Entwicklung von z%(6) stimmt mit derjenigen von x;; {iberein, mit der
Ausnahme, dass statt b* nun b (6) steht.

Deshalb kéonnen wir die zentrale Konsistenzaussage des compound-Schrittes
(Theorem 3.16) auf den dense-output iibertragen:

Theorem 3.19 Das dense-output-Schema (3.14) ist von der Ordnung O(hY),
d.h. = erfillt (3.18) genau dann, wenn gilt:

z;bi (0) - @;(u") = (L] Vo € [0,1] (3.20)

Vu" € MDAT,, mit o(u") <p-1
mit y(ut), ®;(ul) aus Theorem 3.16.

Bem.:

Das besondere an dieser Bedinung ist, dass wir im dense-output eine Ordnung
,hach unten“ gehen konnen. Wir miissen nicht wie im compound-Schritt, die
Bedingungsgleichungen aller Biume der Ordnungen 1, ..., p erfiillen, sondern nur
die der Bdume bis zur Ordnung p — 1.

Der Grund hierfiir liegt in der Lipschitzbedinung der Funktion W(z;, z,) aus
dem Beweis 3.18. Diese Lipschitzbedingung héngt wiederum ab von gﬁf und dem
Erfiillen einer Lipschitzbedingung von w,(x;, z,). Und dies unterstreicht einmal
mehr die Forderung nach einer schwachen Kopplung zwischen latenten und

aktiven Groflen und einer glatten Modellierung der Strome.

Wie man sich nun leicht klarmacht, fithrt Theorem 3.19 mit der speziellen Wahl
der b (0) als Polynome (3.19) durch einen Koeffizientenvergleich auf ein lineares
Gleichungssystem:

bk bk 10 0
(43 ... (L) 2 =101 o (3.21)
: . . 2
bgl bgr

Dieses Gleichungssystem stellt nun die Bedingungsgleichungen fiir die dense-
output-Gewichte bF(0) dar.
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Wollen wir ein zum CHORAL-Verfahren passenden dense-output so konstruie-
ren, dass die ,,Kombination“, das entstehende Index-1-dense-Verfahren also, die
Konsistenzordnung 3 besitzt, so haben wir in obigem linearen Gleichungsystem
nur die Bdume der Ordnungen 1 und 2 einzubeziehen (dies sind 4 Stiick).

3.5 Konvergenz und Stabilitit

Nach der Untersuchung der Konsistenz wenden wir uns nun der Konvergenz
und der Stabilitét des nichttransformierten Multirate-Verfahrens (2.18) zu. Die
Konsistenzuntersuchung beschiftigte sich mit dem lokalen Diskretiesierungsfeh-
ler, d. h. dem Fehler, den wir machen, wenn wir von einem exakten Anfangswert
ausgehen und jeweils einen Schritt mit unserem Verfahren durchfiihren. Die Un-
tersuchung der Konvergenz stellt die Frage, welchen Fehler wir am Ende des
Integrationsintervalls, t.,q gemacht haben werden. Denn das Integrationsinter-
vall [to, tena] besteht mit Sicherheit aus mehreren Mikroschritten fiir den aktiven
Teil und i. A. aus mehr als einem Makroschritt fiir den latenten Teil. In der
Stabilitadtsanalyse schliesslich untersuchen wir das Verhalten des konstruierten
Multirate-Verfahrens fiir steife Probleme (zum Begriff der ,,Steifheit“ von Syste-
men siehe [HW96]).

Konvergenz

In der Konsistenzanalyse konnten wir Bedingungsgleichungen an die Verfahrens-
koeffizienten herleiten, so dass der Fehler nach jeweils einem Schritt (lokaler
Diskretisierungsfehler) in gewiinschten Grenzen bleibt und bei Verfeinerung der
Zeitdiskretisierung mit der gewiinschten ,, Geschwindigkeit* (Konsistenzordnung)
gegen 0 strebt. Wir gingen hierzu jeweils von exakten Anfangswerten fiir jeden
compound-Schritt und jeden spéteren Mikroschritt aus.

Nun arbeitet aber bereits der erste der spiteren Mikroschritte nicht mit dem
exakten Anfangswert x,(to+h,) sondern mit der Ndherung x, ;. Es findet also eine
Fehlerfortpflanzung von Schritt zu Schritt statt. Analoges gilt fiir die compound-
Schritte: die Anfangswerte eines solchen Schrittes sind fiir den latenten Teil durch
die Ndherung des vorhergehenden compound-Schrittes und fiir den aktiven Teil
durch den letzten der vorhergehenden spiteren Mikroschritte gegeben.

Da diese jeweils bereits fehlerbehaftet sind, untersuchen wir im Folgenden
den Fehler, den wir am Ende des Integrationsintervalls [ty, tcnq] gemacht haben
werden:

21(tend) — 10| und |24 (tena) — Taull

wobei wir von v Schritten fiir den latenten Teil und g Schritten fiir den aktiven
Teil bis zum Erreichen von t.,4 ausgehen (v=+# compound-Schritte,
i =v+Y (#spitere Mikroschritte pro compound-step)).
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Um nun nicht mehr sténdig zwischen spéteren Mikroschritten und compound-
Schritten unterscheiden zu miissen, wollen wir alle Schritte, die fiir den aktiven
Teil gemacht werden, als Mikroschritte bezeichnen und alle fiir den latenten als
Makroschritte.

So wie wir den Begriff der Konsistenz fiir Multirate-Verfahren (s. S. 43, Def. 3.1)
etwas anders definiert haben als fiir ODE-Verfahren, werden wir auch den Begriff
der Konvergenz anpassen.

Definition 3.20 (Konvergenzordnung in der Schaltungssimulation)
Ein Multirate- Verfahren® in der Schaltungssimulation besitzt die Konvergenzord-
nung p, falls gilt:

|z1(tena) — Tiw O(M] max)  und
|74 (tend) — La,u | = O(h’g,max)

mit hymax = max{ Makroschrittweiten h,},
hamax = max{ Mikroschrittweiten h,},
v=# (nitige Makroschritte) und
u=# (nitige Mikroschritte).

Wir werden nun folgendes Lemma zeigen, das besagt, dass aus der Konsistenz
die Konvergenz folgt

Lemma 3.21
Es gilt
Konsistenz (Def. 3.1) = Konvergenz (Def. 3.20)

falls das Schrittweitenverhdltnis von Makroschrittweite zu Mikroschrittweiten in
jedem compound-Schritt nicht zu grof§ wird.

Dieses Lemma werden wir nicht formal beweisen.

Wir werden lediglich auf die ,, Verwandtschaft“ zum entsprechenden Satz aus
der Theorie der Einschrittverfahren fiir gewhnliche Differentialgleichungen (Kon-
sistenz impliziert Konvergenz) hinarbeiten.

Nach einer Aufteilung des Integrationsintervalls [to, tenq] in mehrere compound-
Schritte zeigen wir, dass der Fehler am Ende eines jeden compound-Schrittes im
Latenten von der GréBenordnung O(h!') und im Aktiven von der GréfSenordnung
O(ha,maxe,) 18t (ha;max., ist die maximale Mikroschrittweite innerhalb eines Ma-
kroschrittes).

Da ,unter einem Makroschritt mehrere Mikroschritte (einer im compound-
Schritt und die aus den spéteren Mikroschritten) liegen, entspricht dies einer

4mit einer Zweiteilung der Netzwerkgleichungen in aktive und latente Komponenten, sowie
compound-Schritte und spatere Mikroschritte
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A

I,Eg (t() + hl)
I,Elll (t() + hl)
LEg (to + hl)
I
xa,O |
I I I —
to to+ha,1 to+(ha,1+ha,2) to+h;

Abbildung 3.2: Fehlerfortpflanzung wéhrend der Simulation

Konvergenzordnung von p + 1 der Mikroschritte wihrend eines Makroschrittes.
D.h. in jedem einzelnen Makroschritt verlieren wir keine Ordnung im Aktiven.

Ist dies gezeigt, befinden wir uns in der gleichen Situation wie im ODE-Fall:
wir haben statt zweier Diskretisierungen des Intervalls [tg, teng] nur eine (durch
die compound-Schritte). Hier werden wir abbrechen, denn wie bei Einschritt-
verfahren fiir gew6hnliche Differentialgleichungen (s. [HNWO00]) kénnten wir die
entsprechenden Abschétzungen aus Lemma 3.21 zeigen.

Zerlegen wir also das Intgrationsintervall in M Makroschritte der jeweiligen Lénge
hl,j = t]' - tj_ll

[to, tena) = [to, 1] U [t1, 2] U .. U [Ear—1, tar),

und greifen uns ein beliebiges dieser Intervalle heraus, o0BdA. das erste [to, ¢;] mit
der Lange hy def hii

Dieses Makrointervall kénnen wir nun wiederum zerlegen in n Mikrointervalle
der jeweiligen Lénge h, ; = fj — fj_lz

[to,tl] = ['I?(], 1?1] U ['1?1, 1?2] Uu...uU [l?n_l,{n]
Nun betrachten wir die Fehler am Ende des Makroschrittes:

e fiir den latenten Teil:

gerade der lokale Diskretisierungsfehler e¢; mit

el = l|li(to + hy) — @] < ¢ - BEH
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e fiir den aktiven Teil:

Der Fehler e, ergibt sich als ,,Summe* der lokalen Diskretisierungsfehler der
einzelnen Mikroschritte im Sinne von Abbildung 3.2.

Mit
i) Za1,%a2,- .. sind die aufeinanderfolgenden Approximationen
der Mikroschritte.
ii) z, = 20 ist die exakte Losung mit Anfangswert Ta,0

iii) zl(t),22(t),... sind die exakten Losungen (deren Existenz vorausge-

setzt !) zu den Anfangswerten x,1, %2, . . ..

Dann gilt fiir e, mit 27 (¢1) = 4,
7771 . .
lleall = llza(ts) = Tanll < 3 2 (t1) — 25" (8]
i=0

Fiir die ,,benachbarten* Losungen ¢ (¢,) und x*!(¢,), sie unterscheiden sich
nur im zugehorigen Anfangswert, liefert das ,, Fundamentallemma*“ [HNW00,
.10, Theorem 10.2] fiir Differentialungleichungen:

2 (1) — & ()] < Nl (Figr) = g | - €217

(132 ist die Lipschitzkonstante aus dem Beweis 3.18 zum Lemma iiber die Konsi-
stenzordnung des Index-1-dense-Verfahrens.)

Nun ist ||2% (fi11) — Zas1] gerade der lokale Diskretisierungsfehler im Mi-
kroschritt mit der Schrittweite h, 41, deshalb also:

2 (fi11) = Taill < cagir - hhE1

Dies fiihrt nun fiir e, auf:
Z +1 Lo-(ti—ti41)
P (t1—E;
leall < D caita - P i - €72 0
i=0

n .
. . Lo-h; . p+1
< <Z Caji+1 " € ) ha,maxcp
1=0

. ppt1
< Ca h’a,maxcp

Die letzte Abschiitzung gilt nur dann, wenn zum einen L, geniigend klein ist
(schwache Kopplung !) und zum anderen das Verhiltnis der Makroschrittweite
hi zu den Mikroschrittweiten h, ; nicht zu grof} ist. Ansonsten konnte in dieser
Abschétzung eine Ordnung verloren gehen.
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An dieser Stelle sind wir in der gleichen Sitution wie im Falle von ODE-Losern.
Mit den lokale Diskretisierungsfehlern nach einem Makro- bzw. compound-Schritt
(e, kann als solcher aufgefasst werden) verlduft der weitere Beweis wie im Falle
von gewohnlichen ODE-Lésern.

Stabilitét

Im Gegensatz zur Konsistenz- und Konvergenzuntersuchung kénnen wir fiir die
Stabilitit keine derart genauen Angaben machen.

Der Grund hierfiir liegt darin, dass es noch keine der Dahlquistsche Test-
gleichung entsprechende Referenzfunktion fiir differential-algebraische Probleme
gibt.

Von Kveerng ([Kv]) stammt immerhin eine entsprechendes Referenzproblem
zur Untersuchung von Multirate-Verfahren fiir ODE-Systeme (z. B. Netzwerkglei-
chungen in der Zustandsform). Dies und einige Grundbegriffe aus der Stabilitéts-
analyse sollen hier kurz aufgefithrt werden.

In der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen werden Probleme als
steif bezeichnet, wenn explizite Verfahren (z. B. expliziter Euler), die darauf an-
gesetzt werden, extrem kleine Schrittweiten benutzen, obwohl sich die Anderung
kaum #ndert, implizite Verfahren hier jedoch wesentlich zufriedenstellendere Er-
gebnisse liefern.

Wie man schnell sieht, ist die Dahlquistsche Testgleichung :

y=Ay Ae C ={ze€ C|Re(z) <0} (3.22)

fiir im Realteil stark negative A

Die Stabilitdtseigenschaften eines gewohnlichen ODE-Ld&sers beschreiben seine
,Eignung® fiir seine Anwendung auf steife Probleme. Sie werden untersucht, in-
dem man ihn auf die Dahlquistsche Testgleichung (3.22) anwendet und nach einem
Schritt mit der Schrittweite h eine numerische Approximation y; erhalt:

y1 = R(hA) - yo

Die Funktion R(hA) wird Stabilitdtsfunktion genannt. Aus mehreren Sta-
bilitdtsbegriffen seien nun zwei besonders wichtige herausgegriffen:

Definition 3.22 (A-Stabilitit) Ein Verfahren heifit A-stabil, falls fiir seine
Stabilitdtsfunktion R gilt:

IR(2)| <1 VzeC

Definition 3.23 (L-Stabilitdt) Fin Verfahren heifst L-stabil, falls es A-stabil
18t und zusdtzlich gilt
lim R(z) = 0

T—00
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Das beschriebene Vorgehen fiihrt beispielsweise bei einem ROW-Verfahren
auf die Stabilitatsfunktion (s. [HW96, IV.7,V1.4])

R(z) = 1+20"(I—-2B)"'1
R(oo) = 1-b"B 11

Ein Multirate-Verfahren fiir ODEs, kann versténdlicherweise nicht mit (3.22)
hinsichtlich seiner Stabilitéit untersucht werden, sondern benotigt ein angepasstes
Problem. Bei einer angenommenen Zweiteilung in latente und aktive Komponen-
ten liegt eine Testfunktion der folgenden Form nahe:

U\ _ Yi _( Mg A > 922
( Ya > =A < Ya > A= < Aol Ao €R (3.23)
mit v
IV 12421 _ 4
1,1, A22 < 0 S <

Diese Idee und das weitere Vorgehen, das hier nicht in aller Ausfiihrlichkeit
ausgearbeitet wird, ist zu finden bei Kvaerng ([Kv]). Wenden wir ein Multirate-
Verfahren fiir ODEs an auf die kopplungsfreie Testgleichung

U1 _ )\1,1 0 n
U2 0 )\2,2 Y2 )’

so erhalten wir nach einem compound-Schritt

( (R} ) - ( Ry(A1 - ha) - yio )

Ya,1 B Ra()\2,2 : ha) * Ya,0 ‘

Ry und R, sind gerade die Stabilitdtsfunktionen des Makro- und des Mikroschritt-
Verfahrens.

Nach der Anwendung eines Multirate-Verfahrens auf die allgemeine Testglei-
chung (3.23) kann die hieraus gewonnene Stabilitdtsfunktion durch die Stabi-
litdtsfunktionen R; und R, der zugrundelegenden Verfahren des latenten und
aktiven Teils sowie den Groflen );; ausgedriickt werden. Es liegt hier die Ver-

mutung nahe, dass sich das Gesamtverfahren bei schwacher Kopplung wie die
Einzelverfahren verhilt.

Wir werden also bei der Wahl der Koeffizienten darauf achten, dass die Sta-
bilitdtsfunktionen R; und R, der Einzelverfahren die Bedingung der Definition
3.22 (A-Stabilitét) erfiillen. Tun sie dies, so sagen wir, das Multirate-Verfahren
ist A-stabil (analog fiir L-Stabilitét).



Kapitel 4

MDAE— ein
Multirate-DAE-Verfahren

Nach den theoretischen Betrachtungen der Kapitel 2 und 3 dariiber, wie ein
Multirate-Verfahren fiir differential-algebraische Netzwerkgleichungen aussehen
kann, und welche theoretischen Eigenschaften es besitzt, wollen wir in diesem
Kapitel nun ein Multirate-Verfahren implementieren und testen.

Wie wir bereits festgehalten haben, fiihrten wir die Untersuchungen am nicht-
transformierten Multirate-Verfahren (2.18) durch, wollen aber das durch lineare
Transformationen daraus gewonnene Multirate-Verfahren fiir die partitio-
nierte Netzwerkgleichung (2.23) implementieren.

Dieses besitzt dieselben theoretischen Eigenschaften (Konsistenz, Konvergenz,
Stabilitéit) wie das nichttransformierte, behandelt aber die allgemeinere Form der
partitionierten Netzwerkgleichungen (2.10).

Ein letztes Mal bendtigen wir das nichttransformierte Multirate-Schema (2.18),
um die Koeffizienten fiir ein Multirate-Verfahren MDAE der Ordnung 3, mit ein-
gebettetem Verfahren der Ordnung 2 zur Schrittweitensteuerung zu finden. Wir
16sen die Bedingungsgleichungen der Tabelle 3.3, erhalten hieraus b*, b*, B*, A*, DA
und berchnen durch die Transformationen (2.19) die gesuchten Verfahrenskoeffi-
zienten d*, d*, B, 0*, 0* (A= L, A).

Nachdem wir Koeffizienten gefunden haben, verdndern wir unser Verfahren
derart, dass die Behandlung nichtautonomer Netzwerklgleichungen ermdog-
licht wird. Darauthin wird die Schrittweitensteuerung und die damit verbun-
dene Fehlerschitzung kurz erldutert. Schliefilich fithren wir einen numerischen
Test durch, um zu sehen, ob sich die theoretischen Uberlegungen ,,gelohnt* ha-
ben, die Multirate-Eigenschaft also tatsédchlich angemessen umgesetzt wird.

79
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4.1 MDAE-Koeffizientensatz

Koeffizienten fiir den compound-Schritt

Es soll nun ein Verfahren der Ordnung 3 mit einem eingebetteten Verfahren der
Ordnung 2 zur Schrittweitensteuerung und Fehlerkontrolle konstruiert werden.
Wie beschrieben, berechnen wir zunéchst Koeffizienten fiir das nichttransformier-
te Multirate-Verfahren (2.18) und erhalten durch die linearen Transformationen
(2.19) Koeffizienten fiir das Multirate-Verfahren fiir die allgemeinere partitionier-
te Netzwerkgleichung (2.10).

Um die Bedingungsgleichungen aus Tabelle 3.3 zu erfiillen, wiirden fiir das
iibergeordnete Verfahren 4 Stufen und fiir das eingebettete Verfahren 3 Stufen
reichen. Dies fiihrt jedoch auf Verfahrenskoeffizienten, die nicht praktikabel sind
(s. Anhang).

Deshalb seien fiir das iibergeordnete Verfahren fiinf, fiir das eingebettete (zur
Schrittweitensteuerung) vier Stufen angesetzt:

5

L L

Ty = T+ Y by -k
=1

5

A LA

La,1 = xa,U"’Zbi - k;
i=1

4
~ 7L L
Ty = l‘l,0+ E bz kz
i=1

4
N o PA 1A
l‘a71 — l‘a70 + Z bZ * kz

=1

Nach Tabelle 3.3 stehen somit (das eingebettete Verfahren mit 8 zusétzlichen
Unbekannten bei 8 Gleichungen mitgerechnet) 42 Gleichungen 80 Unbekannte
gegeniiber!.

Diese Zahlen lassen sich durch einige Vereinfachungen und Uberlegungen deut-
lich reduzieren.

e Zwischen latentem und aktivem Teil bestehe weitgehende Symmetrie:

bL _ bA

BL — EA
AL = 44
BL _ BA

¢ = 6 (i=2,...,5)

L

ldie Abkiirzungen o, ... ausgeschrieben
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e iibergeordnetes und eingebettetes Verfahren seien stiffly accurate?:

i — ﬁ5i (Z:]_,,E))
i = o5 = P (izla---;4)
(07— (1/4:]_

Diese Wahl bewirkt, dass die Stabilitatsfunktionen R, R, des {ibergeordne-
ten und R;, R, des eingebetteten Verfahrens im Unendlichen verschwinden:

Ri(o0) = Ry(o0) = Ry(00) = Ry(o0) = 0,
d.h. aus der A-Stabilitét folgt L-Stabilitit (([HW96, IV.3,Prop. 3.8, V1.4,

Def. 4.11]).

Als zusétzlichen Effekt erhalten wir durch diese Wahl eine Reduktion der
zu losenden Bedinungsgleichungen, denn einige davon sind nun automatisch
erfiillt.

e Fiir die Einkopplung der jeweils anderen Diskretisierungsebene gelte:

¢ = o (1=2,...,5)

7 (3

= o (1=2,...,5)

Somit sind nurmehr folgende Gleichungen zu l6sen:
(Bezeichnung: g/ = f; —v (i=1,..,5))

1

BBy + Busfy =7° — 27 + 3 (4.1a)
Bagcws + Pz = % - (4.1b)
Bso By + Bsa By + Bsa(l — ) = v* — 2y + % (4.1c)
Bso0us + Pszces + Psa = % - (4.1d)
5205 + Bo3cy + Bsa = % — (4.1e)
BsaB3285 + Bsa(v* — 27 + %) = 4+34%2 - g’y + é (4.1f)
(Bs2y + BsaBa2)az + Pszyas + %554 = é - %’Y (4.1g)
B53330%, + B543301, + BsaB301

+7Ba05, + 183055 + (v — 7*) 05 = ém - %7 (4.1h)

Zengl.: steif genau
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553555?2 + 5545552‘2 =+ 5545352‘3
1 1

+By0s, + VB0 + (v — 7)o = — — =7 (4.1i)
om 2
1 .
553042552 + 554a25fg + 554043553 + ’704255%2 + ’7554 = Em (4.1j)
1

ﬁ53a25§,42 + ,654Oé2(54142 -+ ,6540135:143 + ’}/012(5?2 + ’}/5?4 = 6—m (411{)
ﬁ537a§5§2 + 554’70435fz + (554’7043 - ﬁ32ﬁ54a%)64L3

+y% 308, + (yai — Bayas)ds,

1

+((Bs2Ba3 — Baay) a3 — Busyes +77)d5, = §m72 (4.11)
Bsa oy + Boayaddsy + (Bsaval — BaofBsaad) Sy + V235t

+ (o3 — Ba2vad) oy

1
+((B32843 — Bazy)as — Bazyas + %)% = 3—m72 (4.1m)

Aufgrund der Dreiecksgestalt der Koeffizientenmatrix BY = B4 kann der Pa-
rameter v als Faktor verstanden werden, der die Stabilitit der ,,Einzelverfahren®
des latenten und aktiven Teils bestimmt. Setzt man

~ ¥ 0.5728160624821349
so sind diese A-stabil(s. Anhang) und es ist dariiberhinaus moglich
ok =af =6 =6 =0

zu setzen, was die Einsparung von Funktionsauswertungen mit sich bringt.

Es gibt einen Koeffizientensatz, der die Bedingungsgleichungen (4.1a- 4.1m) und
die speziellen Forderungen an ~ erfiillt. Die durch die lineare Transformation
(2.19) hieraus entstehenden Koeffizienten d, d, o>, o, B, (A = L, A), die das
Verfahren (2.23) bestimmen, sind in Tabelle (4.2) zusammengestellt.

Koeffizienten fiir die spiteren Mikroschritte

Fiir die Berechnung der spiteren Mikroschritte wird das CHORAL-Verfahren ([G98])
verwendet, in welches die latenten Komponenten via dense-output eingekoppelt
werden sollen.

CHORAL erzielt mit vier Stufen die Konvergenzordnung 3, d. h. der lokale Dis-
kretisierungsfehler ist von der Ordnung O(h*). Nach Lemma 3.17 muss demnach
der Fehler des dense-output in der Gréflenordnung O(h?) liegen.

Um dies zu erfiillen stellen wir die Gewichtsfunktionen b} (6) als Polynome
vom Grade 2 dar:

bE(O) = bl - 0+ = bl - 6
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Nach dem Theorem 3.19 zur Ordnung des dense-output miissen wir das lineares

Gleichungssystem in den Polynomkoeffizienten b¥, ..., bk, zu lésen:
biy bis

1 1 1 1 1
0 oF b oF oF 00
0 vk wl wl wl

S O O
=N =N = O

mit UF =wh(ad)? +... +wh(af)? (i=2,...,5)

In diesem linearen Gleichungssystem der Form (3.21) gehen die MDAT,,-
Bédume der Ordnung 1 und 2 ein.

Wie man sieht, sind dies acht Gleichungen fiir zehn Unbekannte. D.h. zwei Un-
bekannte konnen frei gewéhlt werden:

bé:l = 552 =0

Da die Werte des dense-output in die Zuwichse des CHORAL-Verfahrens eingehen,
bendtigen wir keine dense-output-Gewichte b%(6) fiir ein eingebettetes Verfahren.

Auch hier existieren Werte die obiges lineares Gleichungssystem erfiillen. Die
bereits transformierten Werte und die CHORAL-Koeffizienten sind in Tabelle 4.2
aufgestellt.

4.2 Nichtautonome Probleme
und Koeffizientensatz

Nun wollen wir das Multirate-Verfahren so anpassen, dass damit auch nichtau-
tonome Probleme der Form (4.2) behandelt werden konnen.

latent: aktiv:
Ay o= filwn, Tart) Ag-2a = fals, Tart) (4.2)
0 = z—q(z,t) 0 = 24— qa(mg, 1)

Dies geschieht durch Hinzunahme der trivialen Differentialgleichung = 1
und der Zeit ¢ zum Vektor der Unbekannten. Dies hat natiirlich keinen Einfluss
auf die Genauigkeitsbedingungen. Das genaue Vorgehen ist im Anhang skizziert.



KAPITEL 4. MDAE- EIN MULTIRATE-DAE-VERFAHREN 84

Durch die Betrachtung des Stabilitdtsgebietes konnen wir zeigen, dass die Einzel-
verfahren des compound-Schrittes fiir die Wahl von v = 0.5728 ... A-stabil und
somit auch L-stabil sind.

Somit haben wir:

Theorem 4.1 MDAE-Verfahren

Das nachfolgende Multirate- Verfahren MDAE (4.3) stellt mit den Koeffizienten
aus Tabelle 4.2 ein Multirate- Verfahren zur Lésung nichtautonomer Index-1-
DAEs des Typ (4.2) dar.

Dieses Verfahren besitzt die Konsistenzordnung 3 mit einem eingebetteten Ver-
fahren der Ordnung 2 zur Schrittweitensteuerung. Das dem latenten und akti-
ven Teil zugrundeliegende ROW-Verfahren ist A- und L-stabil.

compound-Schritt:

Ty = wmo+ Y, di k] Tar = Tao+ S dt -k
i=1 Pt
Tgp = T+ ZCZZL . /giL By = Tao+ de CRA
i=1 paet
mit:
0 ;0 )
(Alﬂ — hyy l)ﬁzL = Al(Ql(fEl’o, tO) — QZ(aLﬂ‘, to + OQth))
Ox x al‘l
3 Aot o)+ 7 5
J
L9 L dq;
hiti == = iy A
+ 1T ot 1= ot
0qa of, )
(Aaaz - ha’}/A ai )K/i = Aa(‘]a(xa,(],to) — QG(G/A7Z', tO + Of:tAha))
0fa
+ha Zﬁljfl dAzgaA“tU—i—Og h + hg Z A flﬁ'/A

Uaa

3f Jq
+h2AEL A,
oTi ot C ot

- :E)\ 0 + Z 01] ] d)n'i = IX,O + mX()\) Z Q':\]H;\

m=tL PI}={L.4)

x{L, A} {-1,1} XD=1  x(A)=—1
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spitere Mikroschritte:

1 1 1
0= =hy —(hy + hoes)....
D hz( + hme,1)

Tai4y = xai,,—l—ZdiC-/iC (v=1,..., )

=

i=1
Tai4y = xai,,—l—ZcZiC-/iiC (v=1,..., )
i=1
mit:
9q, 1 0fa _
(Aaa—z‘a - h aj;)ﬁ = Aa(‘]a(xa,u—la tO) - Qa(aa,ua tO +mc aZC))
+h Z Cf ( ds " Cafa C
mc,v ijJa X ( aC’z: 0 Tme & mcyz ”a
j=1
Ofa 9qa
h: 7822 — b C A,
+ mc Z at /YZ at
xw+201] ; *(0) —$1,0+ZdiL(9)ﬁL
7=1
MDAE-Verfahren (4.3)

Die Approximationen an die exakte Losung sind
o fiir den latenten Teil: z; 1,
e fiir den aktiven Teil: z414,, v =10,...,p

Mit diesen Werten wird jeweils weitergerechnet im nichsten Makro- bzw. Mikro-
schritt.

Zur Schrittweitensteuerung und Fehlerkontrolle werden die Approximationen der
eingebetten Verfahren benutzt

o fiir den latenten Teil: 2; 1,
o fiir den aktiven Teil: 2,14, v =10,...,pu

Wie die Schrittweitensteuerung angesetzt ist, wird im nichsten Abschnitt erklért.
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Zunachst die Verfahrenskoeffizienten:
Tabelle 4.2: MDAE-Koeffizienten

compound-Schritt
AL = A4 = 0.5728160624821349 Bh =P =1

df = dft = dl = d{* = 2.0693903153031802444 % = B4} = 1.8880306002065536370
dy = dft = db = di} = 0.20426363125484201319  BL, = B4, = —0.44456425453331691349
dy = df = d¥ = df = —0.5819203670527821464 1 = B4} = 0.71651122219527387589
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db =df = dk =df = 1.0 Bl = B4 = —0.22576755996699538584
db =dd =1.0 Bly = B4y = —0.063559724710413390053
al =af =0.0 BL = A = —0.31214675842986220340
al = af = 1.1456321249642698000 BL, = p4A =2/3

al =a =10 Bl = BA = —0.99895604626306480089
al =af =1.0 BE, = B4 = 1.0716200755441254375
= = 0.32811824143753707377 ==y

k= 74 = 1.4737503664018068738 ¥ =~4' = 1.5728160624821349

mF = 7' = 0.88099892093718541473 4 =74 = 0.87065028319110182351
F=1=0.0 =9t =0

T =7 =00 ==

ol = 04, = —0.3967214617379743755

ok, = 04, = 0.87288055057917321998

ok = 0f = ol = 0f =2.0693903153031802445

oly = of}, = oky = 04}, = 0.20426363125484201301

o% = o% = oly = 04y = —0.58192036705278214648

o5, =05, =1.0

ok = of = —1.1956286156506325007

ok, = 0f, = 1.1638407341055642933

ol = —2.4749831147425456100 — 0.43549629019110712979 - m
04 = —2.4749831147425456100 — 0.43549629019110712979/m
ok, = 1.5896064250307480252 + 0.11874443097228464219 - m
045 = 1.5896064250307480252 + 0.11874443097228464219/m
oy = —0.094697535173801056646 + 0.072010683301616068636 - m
04 = —0.094697535173801056646 + 0.072010683301616068636/m
ok = 8.2842818056624845970 — 1.5040856873323504931 - m
04 = 8.2842818056624845970 — 1.5040856873323504931 /m
ok, = —1.6136038399240553432 + 0.37692236293441198975 - m
0iy = —1.6136038399240553432 + 0.37692236293441198975/m
oy = —1.3868572374099122996 + 0.30865997463013855963 - m
0ty = —1.3868572374099122996 + 0.30865997463013855963 /m
ok, = of, = 1.1638407341055642933

spiatere Mikroschritte

¢ = 0.5728160624821349 BS, = —2.0302139317498051
df = df = o) = 0§, = 0§, =1/ BS; = 0.2707896390839690
S = d§ = 0§, = 0§ =0.0 BS, = 0.1563942984338961
d§ =dS =0 = 1.0 BG =2/3

d§ =1.0 B$, = 0.08757666432971973
af =1.0 B, = —0.3270593934785213
af = 1.0 W=7

af =1.0 7§ = —2.457397870
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' = 0.3281182414375370 7§ =0.0
5 = —2.57057612180719 7§ =0.0
¥ = —0.229210360916031

¥ =1/6

dense-output
—3.55895607418976124 - 6 + 6.36789149915394148 - 6
1.07709809132388922 - #% — 0.7901086922765544185 - 6
0.395738717040728160 - 62 — 1.61366155722255233 - §
0.272488923071582123 - §2 + 1.20078325501518202 - §

QU QU QU QU
A~ N N~ A~
DDDIDIDI D
N — — —
1 n

e
o

4.3 Schrittweitensteuerung
und Implementierung

Wir wollen nun noch einige Details zu Implementierung und insbesondere zur
Schrittweitensteuerung von MDAE darlegen.

Eine erste Implementierung des entwickelten MDAE-Algorithmus wurde fiir matlab
geschrieben und ist auf der beigefiigten CD enthalten.

Um die jeweiligen Schrittweiten anpassen zu konnen, muss der Fehler ab-
geschétzt werden, den wir wihrend eines Schrittes gemacht haben.

Zur Fehlerschitzung wird die Differenz zwischen den Werten des iiberge-
ordneten und eingebetteten Verfahrens benutzt. Diese Differenz wird skaliert mit
der Matrix, die im Verfahren selbst die Zuwéchse bestimmt. Fiir den latenten
Teil liest sich dies beispielsweise als:

0 0 R
8_3311 - hl’Yli)il(xl,l — Z11)

err; = (Al 8;51

4
A 5L L
mit 21 = 250 + E d; K,
i=1

Dies ist ohne grofien Mehraufwand zu bestimmen, zumal die LR-Zerlegung der
Skalierungsmatrix aus dem Verfahren bereits vorliegt. Die Idee dieser Skalierung
stammt von Shampine und wird bei der Behandlung steifer Differentialgleichun-
gen eingesetzt (s. z. B. [HW96, IV.g]).

Der skalierte Fehler wird nun normiert. In diese Normierung gehen relative
und absolute Fehlertoleranzen ein (s. [HNWO0O, I1.4]). Mit der normierten Grofie
wird ein Schrittweitenvorschlag errechnet.

Ist der normierte Fehler grofler als 1, so wird die Approximation verworfen und
der Schritt mit der vorgeschlagenen Schrittweite erneut durchgefiihrt. Andernfalls
wird die Ndherung akzeptiert und im néchsten Schritt mit der vorgeschlagenen
Schrittweite gerechnet. Ein compound-Schritt wird also nur dann abgelehnt, wenn
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der Fehler des Makroschrittes oder der des zugehorigen Mikroschrittes die gege-
benen Toleranzen iibersteigt.

Um ein zu schnelles Wachstum der Schrittweiten zu verhindern, wird mit
einem Sicherheitsfaktor fr,. < 1 die Wachstumsgeschwindigkeit beschréinkt.

Wie wir an mehreren Stellen (Konvergenz, spitere Mikroschritte) gesehen haben,
miissen wir das Verhéltnis von Makro- zu Mikroschrittweiten beschrinken.
Dies ist folgendermaflen realisiert:

e Im compound-Schritt wird die grofle Schrittweite h; so gewéhlt, dass sie
nicht mehr als 10-mal so grof§ wie die Schrittweite h, wird,

e in den spidteren Mikroschritten werden die Mikroschrittweiten h,,. gegebe-
nenfalls so nach oben korrigiert, dass sie nicht kleiner als der zweihundertste
Teil der Makroschrittweite h; sind,

e der jeweils letzte Schrittweitenvorschlag der Mikroschritte wird als neue
Schrittweite h, im compound-Schritt verwandt.

Diese Verhiltnisse (10 im compound Schritt, 200 in den spéteren Mikroschritten)
wurden gewéhlt, da sie sich im numerischen Test am besten bewédhrt haben (mi-
nimale Zahl abgelehnter Schritte). Bei grofien Dimensionsunterschieden zwischen
latentem und aktivem Teil ist eine Reduktion der Integrationsarbeiten in Bezug
auf den latenten Teil um den Faktor 10 bereits recht gut.

Der angesprochene Sicherheitsfaktor fr,, wurde aus demselben Grund auf 0.8
gesetzt.

MDAE ist dazu bestimmt worden, nichtautonome partitionierte Netzwerkgleichun-
gen des Typs (4.2) approximativ zu losen. Also miissen die gestellten Probleme
in der technischen Implementierung einige Benennungs-Standards erfiillen.

Als Eingabeparameter verlangt vorliegende MDAE-Implementierung einen
matlab-function-handler auf die zu berechende Index-1-DAE, die Anfangswerte
fiir latenten und aktiven Teil sowie das Simulationsintervall in der Form [tgart, tend]
oder teng (im letzteren Fall wird ¢, automatisch auf 0 gesetzt).

Bei der Eingabe-DAE wird von einer festen Partitionierung in aktive und
latente Bestandteile ausgegangen. Zur Ubergabe an das Verfahren muss sie derart
aufbereitet sein, dass sie in Form einer Struktur mit folgenden Elementen vorliegt:

A, A_a : Inzidenzmatizen des latente bzw. aktiven Teils
f-l, f-a : rechte Seiten des differentiellen Teils der DAE (funktion-handler)
q-l,q-a : algebraische Bedingungen (function-handler)

Die Riickgabewerte von MDAE sind zum einen zwei Vektoren 7T'l,Ta, in denen
die Zeitdiskretisierung des Simulationintervalls auf latenter bzw. aktiver Ebene
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festgehalten ist und zum anderen zwei Felder X1, Xa deren Spalten der jeweiligen
Approximation von latentem und aktivem Anteil entsprechen. Zusétzlich werden
in einer Struktur Angaben zum Aufwand der Integration festgehalten.

Die verwendeten Hilfsfunktionen werden im Anhang kurz beschrieben.

4.4 Numerischer Test

Die Funktionalitit von MDAE kann zunéchst nur an Testgleichungen untersucht
werden, bei denen die Aktivitdtsgrade wihrend der gesamten Simulationsdau-
er konstant bleiben, d. h. Lésungskomponenten sind immer ,,aktiv oder immer
,latent®.

Hierzu bietet sich die von Kvaerng fiir Multirate-Verfahren angepasste
Prothero-Robinson-Testgleichung an (s. [BG01]):

o= (1 5 ) (i —anin )+ (ool ) 0= ()

In der Schreibweise des allgemeinen nichtautonomen Systems (4.2) also:

1-%(t) = Y- (x(t) —sin(t)) + € - (x4(t) — sin(wt)) + cos(t)
0 = 2l (t) — Ty (t)
1-2,(t) = e (x(t) —sin(t)) — 1+ (x4(t) — sin(wt)) + w - cos(wt)
0 = z,(t) —z4(2)
xl(O =

~— ~—

Bem.:

i) Da der Cosinus nicht linear ist, stellt die Prothero-Robinson-Gleichung ein
nichtautonomes Problem dar.

ii) Fiir stark negative T wird dieses System steif, € steuert die Kopplung (bei
betragsméBig kleinem e schwach) und w bestimmt die Aktivitéit des aktiven
Teils im Vergleich zum latenten.

Wie leicht einzusehen ist, ist die eindeutige Losung gegeben durch

x(t) = sin(t)

xq(t) = sin(wt)

Tabelle (4.3) stellt den Aufwand der Simulation durch das neue Verfahren
MDAE dem des, in MATLAB implementierten Verfahrens ode23s gegeniiber.
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Hier wurden die Funktionsparameter wie folgt gewéhlt:
T=-10", £=01, w=100

Das Integrationsintervall war [0, 7]. Die Schrittweitensteuerung arbeitete mit den
Toleanzen rtol = 1073, atol = 10 ° und im Falle von MDAE mit dem Sicher-
heitsfaktor fac = 0.8

| Methode | MDAE | ode23s |
compound-Schritte 199(0)
Mikro-Schritte 2693(588) | 1499(243)
Funktionsauswertungen
fl 796
ql 796
fa 13920 7984
g.a 13332
LU-Zerlegungen 3679 1742
Minimale Schrittweiten
min{h, 9.359-10° B
min{{hli 3140 10| 02021077

Tabelle 4.3: Vergleich MDAE mit ode23s

Die Angaben in Klammern entsprechen der Anzahl der jeweils abgelehnten Schrit-
te.

Fiir die Funktionen f_1 und g_1 konnte nach Tabelle (4.3) eine sehr grofie Einspa-
rung an Funktionsauswertungen erzielt werden. Im Falle einer Berechnung mit
ode23s wurden diese immerhin rund zehnmal so oft aufgerufen.

Im Prothero-Robinson Beispiel sind die Dimensionen des latenten und aktiven
Teil gleich, deshalb schligt die gestiegene Zahl der Funktionsauswertungen im
Aktiven in der Rechenzeit zu Buche.

Bei einem geeigneten Beispiel, einem Beispiel also, das dim(z,) < dim(z;)
erfiillt, wiirde voraussichtlich die Einsparung von ca. 90% der Auswertungen der
latenten Funktionen zu einer deutlichen Reduktion der Rechenzeit im Vergleich
zum ode23s fiihren.

Erfreulich ist auch, dass mit den beschriebenen Einschrankungen der Schritt-
weitenverhéltnisse die Anzahl der abgelehnten compound-Schritte auf 0 redu-
ziert werden konnte. Auch die Anzahl abgelehnter Mikroschritte ist zufrieden-
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stellend, steht er doch zu den angenommenen im (fast) gleichen Verhéltnis wie
beim ode23s-Loser.



Zusammenfassung und Ausblick

In der industriellen Schaltungsentwicklung ist es unumgénglich, die Funktions-
weise elektrischer Schaltwerke vor deren technischer Umsetzung zu iiberpriifen.
Hierzu werden Netzwerke auf ein adiquates mathematisches Modell abgebildet.
Die so entstehenden Netzwerkgleichungen ermdoglichen die Simulation der zugrun-
deliegenden Schaltung.

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Multirate-Verfahren zur approximativen
Berechnung differential-algebraischer Netzwerkgleichung entwickelt.

Zuerst wurden die Grundlagen der mathematischen Modellbildung elektrischer
Schaltungen vorgestellt. Es wurde aufgezeigt, dass industrielle Simulationstools
elektrische Schaltungen auf differential-algebraische Netzwerkgleichungen abbil-
den.

Neben dieser analytischen Eigenschaft besitzen Netzwerkgleichungen die Mul-
tirate-Eigenschaft, d.h. es gibt sich schnell &ndernde Losungkomponenten und
solche, die weniger Dynamik zeigen. Multirate-Verfahren nutzen diese Aktivitéts-
differenzen und berechnen langsamere Komponenten mit grofleren und aktivere
mit kleineren Schrittweiten.

Das entwickelte Multirate-Verfahren ermoglicht es, die Multirate-Eigenschaft
auch in der Berechnung differential-algebraischer Netzwerkgleichungen auszunut-
zen. Der Schwerpunkt in dieser Verfahrensentwicklung und Beschreibung lag in
der Untersuchung der Konsistenz, aus welcher auch auf die Konvergenz geschlos-
sen werden konnte. Daneben wurde ein Weg aufgezeigt, den Begriff der Stabi-
litdt numerischer Integrationsschematas auf Multirate-Verfahren fiir differential-
algebraische Systeme zu iibertragen.

In der Konsistenzanalyse konnte ein einfacher und anschaulicher Automatis-
mus aufgebaut werden, um Bedingungen an die Verfahrenkoeffizienten aufstellen
zu konnen, die zu einer gewiinschten Konsistenzordnung fiihren. Hierzu war die
Idee mafigeblich, Differentiale in der Taylorentwicklung mit graphischen Objek-
ten, ,Baumen“, zu verbinden. Badume als Repriasentanten von Differentialen zu
benutzen, ist eine Idee aus dem Bereich numerischer Integratoren fiir gewhnli-
che Differentialgleichungen. Diese Idee wurde nun durch eine géinzlich neue Klasse
von Bdumen an das Problem partitionierter Netzwerkgleichungen angepasst.

Schliefflich konnte MDAE, ein Multirate-Verfahren der Konvergenzordnung 3, in

92
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der matlab-Umgebung implementiert und getestet werden. Der numerische Test
lieferte vielversprechende Ergebnisse. So konnte bereits bei dem recht einfachen
Beispiel des Prothero-Robinson-Problems die Anzahl der Funktionsauswertungen
des weniger aktiven (latenten) Teils um ca. 90 % reduziert werden.

MDAE verfiigt noch iiber keine dynamische Partitionierung, benétigt also Pro-
bleme, bei denen die Zuteilung zum aktiven oder latenten Part statisch ist. Aus
der Schaltungsentwicklung zeichnet sich jedoch eine Problemklasse ab, die ge-
nau dies erfiillt. In Schaltkreisen, die mit Transistoren auf Basis der noch jungen
SOI-Technik (Silicon On Insulator?) bestiickt sind, gibt es eine solche statische
Partitionierung. Bei klassischen MOSFET-Transistoren liegen die Transistorteile
direkt auf der Siliciumplatte auf und sind fest verdrahtet. SOI-Transistoren liegen
auf einer diinnen Silicium-Dioxid-Schicht, haben somit keinen direkten Kontakt
zur tragenden Siliciumplatte. Die Dioxid-Schicht fungiert als Isolator. Sie ver-
hindert das Abdriften von Elektronen in die Siliciumplatte. Sie erhcht somit die
Effizienz des Transistors und senkt den Energieverbrauch der gesamten Schal-
tung. In der SOI-Realisierung von IBM ist der getragene Transistor nicht fest
mit seiner Umgebung verbunden, sondern , schwimmt® gewissermaflen auf der
Silicium-Dioxid-Schicht. Dieses Schwimmen und die Leitfdhigkeit des Transistors
beeinflussen sich gegenseitig. Als Maf} fiir die Beweglichkeit des Transistors auf
dem Isolator-Kissen kann seine Temperatur genommen werden, die Leitfahigkeit
beschreibt die Beziehung zwischen Spannungsabfall und Strom. Da die Tempe-
ratur eine sich langsam dndernde Grofle ist, Spannungen jedoch im Mega-Hertz
Bereich liegen, hat man hier ein sehr deutliches Multirate-Potential. Dies wird in
Zukunft in Zusammenarbeit mit der infineon technologies AG untersucht werden.

Fiir die klassischen Techniken aus der Elektronik wird eine dynamische Par-
titionierungsstrategie von Interesse sein und eine Ubertragung auf differential-
algebraische Probleme héherer Ordnung.

3engl.: Insulator=Isolator
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Im Anhang wollen wir nun einige Sacherhalte zusammenstellen, die den Lesefluss
behindert hétten:
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A) Beweis zur Differentiation der Zuwichse

Hier sei der vollstindige Beweis zum Lemma 3.12 (S. 58) dargestellt.
Beweis 4.2
Durch vollstindige Induktion nach p am oBdA. latenten Fall kF

Induktionsstart p =1
Der einzige Baum ul € MDAT,, mit o(u) = 1 ist 7,, mit

'Y(T:vl) 1
QZ(TCIJ;) = 1
—1
F(ry) = (g—i@) wy
—1
Es ist also zu zeigen: (kF)(D(0) (g—mll) wy
-1

i

Nach (3.10) gilt: (kF)D(0) = (32) " 15D (0)
(

mit: (lf)(l)(O) =w; + g—g %Lj kJL 0) = wy

Induktionsschritt:
Die Behauptung (auch die bezgl. des aktiven Teils) gelte bereits fiir alle Ableitungen der
Ordnung <p—1

94
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Dann ist:

(k‘f)(p) (0) =
T Y whoab, ook, (1) ()7 2y ((kgl)(“l),...,(kfl)(’”)>

p1+...+u=p JsV15eesVl
1>2

+p- Z Z aiLM""'aiLz\l'5z‘L§1‘--.-5Z~L§n-m"(%)yl+'“+yn

AT e T SR I VS
vi+...+vp E1yeesén

l:fn;? (g—%)_l%((kfl)(ul)""’(kg)(yn)>

o X () () e () () ()
J= 1=

(»)
(kf)p(o): Z Z wiLj'aflll"“' JL'VI'

p1+...+u=p JoV15ee sl
1>2

Q

(@) (Y A w6 s

uf ELMDAT,,
o(uf)=m
> Auf) - Buuf) - Fluf)(o10,700))
uf ELMDATY,
o(u)=pm
14 oV

X X ekl il it ()
pitet Attt
vit..4uvp &1+ +n
:p—l
I+n>2

dg.\ L altn
() "mn( X b o h) Fab) g,

uf ELMDAT,,
o(uf)=m
Y ) - (uf) - Fluf) (21,0, %a),
uf ELMDATY,,
Q(UIL):M
A A A
Z Y(ui') - g, (ui) - Fui ) (21,0, Za0)s -
u{! ELMDAT,,,
o(uf)=w
A A A
> (i) B, () - Pl (10, 500))
uA ELMDAT,,

Q(uﬁ):’/n
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)
o\ Lo
+p- Y A5 (58) gm Y (ud) - @j(ub) - F(ub) (w0, ma0)
j=1

uf ELMDATY,
o(uf)=p-1
Pl AN
tpom- (5) D005 (52) Fe > () &) - Flut) (310, 7o)
J=1 uf eLMDAT,,
o(ui')=p—1
p
(k)" (0 =
S ) ) Y wheak, k() (0f)
ul,...uF ELMDATY, JV15ees
o(ug)+...+eo(uf)=p ag ) 1o L L
ot ! (-1 (%) a—:f;(F(ul),...,F(ul ))
+ Yo peylup) ) vd) ()
uf,...,ulLGLMDATzl (ud)+...0(ud)
u?,.. uAELMDAT,, L | L L n [1\%% o\un
g(lulL)Jr...Jrg(ulL)Jr Z @idy Z/\l 5251 d m ( )

o(ui)+.+o(uz)=p-1 217“"?
l yeesém
tn22 ' '(I))q (u%) q))\z (ul ) q)§1 (ul ) ’ q)fn (uﬁ)

d L gi4n
(8:?1) amgagg <F(u{:),,F(u7‘?)>

+ Z D 7 Zﬁm (b ul ( 1) g?;F( )(fvl,Oawa,O)

uf ELMDATY,,
o(uf)=p-1

-1 -1
Y prd) Ym (&) 0k @) (32) T SLF (uf) (w10, 7a0)

uf ELMDAT,, J=1
e(u1 )=p—1
Nun gilt:
- 09\ ! o'y L L L L
i) e —(5) GH(F@h).... . F@h)) =F(uf,.. ufl)
. V(Uf)-----v(ulL) =([ufs. . ufly)
* Z w le ""a]l'lul Q)Vl(uf)@w(ull‘) :q)l([u{:aauf]ml)
JsV1see5V
[uf, ... ,ulL]xl entsteht aus den Bdumen ulL, ... ,ulL, indem man deren Wurzeln

durch jeweils einen Ast mit einem gemeinsamen leeren runden Knoten verbindet.

Daraus folgt sofort: o([uf, ..., ulls) = o(u) + ...+ o(u})

.. o -1 ol+n
i) e (fn) " am (F(uf),...,F(ulL),F(u{‘),...,F(ug‘))
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= F([ [’LL{‘, e 7ul]:7ui47 e auﬁ]yl]l‘[)
= F([tV],,) mit th =[ul, .. ul ud, .o uld]y,
o (1) = o(tf) - y(uf) -y (uf) - y(uf) -y (uy)
A A
I I I 7 1\ o(ut)+eto(ur)
e > ah ek ok ok omn (L)
Aoy
€1seenn Dy, (uf) - By () - gy (uf) - B, (uy)
= 0;([t{]s)
th = [ub,... ,ulL,u‘f‘,...,uﬁ]yl entsteht aus den Baumen u¥ ... uF uil, ... ull,

indem man deren Wurzeln durch jeweils einen Ast mit einem gemeinsamen vollen
runden Knoten verbindet.

Daraus folgt: o(t}) = o(uf) + ... o(ud) + 1

[tF]z, entsteht nun noch, indem man der Wurzel von t¥ einen leeren runden
Knoten voranstellt. Damit o([t¥],) = o(t})

i) e (92) " 2Rl
= F(] [uﬂyl]mz)
= F([t{]a,) mit t} = [u{]y,
o ([tf]e) = (1) = o(t]) - y(uf)

)

o > B5%i(uf) = @i([t]a)

j=1
Wie oben ergibt sich auch hier: o([ [u}]y,]z) = o(ul) +1

i) e ()7 G (g
= F([ [ui']y)z,)
= F([tﬂxz) mit tt = [Uf]yl
o V([tf]e) = () = o(tf) - v(ui)

e Som (L) 850 () = Bi((th.)
j=1

Wie oben ergibt sich auch hier: o([ [ui'ly,]z,) = o(uf!) +1
Damit folgt nun:

(»)
)70 = T Awh) Sk Feh) (o ee)
uL:[ulL,...,ulL}ml
o(u™)=p
1>2
+ > v(u") - @;(u") - F(u") (210, Za,0)

ul=[ [uf,...,ulL,
“?""’uﬁ}yl]ﬂﬂl

o(ul)=p

+n>2
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Yo by - i(ul) - F(ul) (@10, 700)

98

Aufgrund der Konstruktionsvorschriften der Bdume taucht jeder Baum € LMDAT
genau einmal in genau einer der obigen Summen auf, da sich die Mengen, tiber die die
jeweiligen Summen gebildet werden, nicht iberschneiden.
Somit folgt, fasst man die Summen zusammen:

(kf)(p) (0)

> ) ®i(u) - F(u)(210, Zay)
u” ELMDAT,,
o(u™)=p

Y. alwh) y(wh) - @i(u) - F(ub)(w1,0, 7a0)

u” €MDATY,
o(u™)=p
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B) Differentiale und Biume der Ordnungen 1,2,3

Zu den Bedingungsgleichungen der Koeffizientenbestimmung im compound-Schritt hier
nun eine Aufstellung aller Differentiale bis zur Ordnung 3:

Uy, a(ug,) F(uy,)

R N R ST RS R I I
[\
_
gE
—
s
ole
~
—
g
i
S
¥
SN—
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% -1 ow; % -1 Owg [ 99a 71’[1]
ox, 0xq \ Oza 0xa \ Oza a

_ (0w 0%, 00\ ™ (20T (20
ox; 0x;0x;01; oy b ox; b oy

_ (0w tow (0u Tt g (20}t (2u) 'y,
3£El (9.’,61 (9.’,61 8.’Elaévl 3£El I (9.’,61 l

HEVH LI A P E e YRLLY LTS

_(da) M ow (90! %00 (090!, (29
ox; O0xq \ Oxq 024024 O0zq a’ \ zq

Tabelle 4.5: Elementare Differentiale, latenter Teil
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U:pa O((Uxa) F(ufva )
—1
99
Ef 1 (ﬁ) Wq
S -1 -1
_ (94 0794 99a 99a
{D} 1 ( Ozq ) 04014 ( ( Oxq Was Oxq Wa
—1 —1
aga ow 8_90,
S ()8 () "
-1 -1
99a dwa (g1
§ 1 (ama ) 8:{:7 (8:{:1 ) wy
1 -1 -1
Gga Bzwa 890, 8ga
% 1 ( 0xq ) 0240%q < (&va Was \ 3z, Wa
1 -1 -1
09a 82wa % 09a
{E; 2 (8xa ) 0x10%q < (&vl Wi \ 3z, Wa
1 —1 —1
99q 2w, o9 g1
% 1 (8xa) 0x;0x; <(8:vl wy, oz wy
990\ "' Quwa (090" Bwa (9927,
1 Oxq Oxq \ Oxq Orq \ Oxq a
994 1 Owg [ 99a -1 Owg ( Og1 -1 w
1 O0xq Oxq \ Oxq ox; \ Oz l
99a 1 Owg % ! ow; % -1 w
1 Oxq ox; \ Oxy ox; \ Oz l
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a -1 9 ] -1 9ga \ 1 9ga \ 1
da da ga w a w a w
O0xq 0240240%q Oxq as \ Oxq as \ Oxq a

-1 829(1 99a _}LU 99a -1 829(1 99a
0rq0%q O0xq a’ \ Oxq 0rq0%q O0xq

VoI HECAE -BE P EE L

_ (892 owe (80 8% 991 71w
0xq ox; \ Oz 0x;0x; oy I

—1
a1
(9.’,61) 'LU[)

Tabelle 4.6: Elementare Differentiale, aktiver Teil

C) Ubertragung auf nicht-autonome Systeme

Die Anpassung von (2.23) an nicht-autonome Systeme (am Beispiel des latenten Parts)

Az
0 —

fl(IlaIaat)
z1(t) — q(z1, 1)

(4.4)

geschieht durch Einfaches Hinzufiigen der trivialen Differentialgleichung ¢ = 1.
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Nach Abschnitt 2.2 ist 4.4 im wesentlichen dquivalent zu:

= wz,ze,t)
i = Ly —aqlz,t)) (e = 0)
it =1

Ein ROW-Ansatz liefert hier:

Y11 Y10 I
oz | = wo |+ 0| kE
131 to i=1 A

li wl( ...... t0_|_ fy}\f)

wit | B = | oo+ Sk adtf o+ i e
M 1

0 8_% B i IF

o | bz <t i )5l |

0 0 0 j=1 A

hieraus folgt A\ =k, (i=1,...,s) und mit

liefert analoges Vorgehen wie in Abschnitt 2.2 (Gauf, Transformationen, . ..) schliefilich:

(Azg—;ii - thg—ﬂ) = Ayai(zo, to) — ai(@l to + of hy))

i
—HllZﬂZ-Lj aj,dJL,t(H-a hi)
—

i—1

) 0 )

+hu Y By + Wil G — oy A
=1

D) Koeffizienten fiir ein 4-stufiges Verfahren

Prinzipiell ist ein Verfahren der Ordnung 3 mit einem eingebetteten Verfahren der
Ordnung 2 mit 4 Stufen moglich. Dies ist in dem Sinne moglich, dass es Koeffizienten
gibt, die die Bedingungsgleichungen aus Tabelle 3.3 erfiillen.

Es zeigt sich, dass es nur ein A-stabiles Verfahren

b =4 = 0.351937430897529974

gibt.

Dies fiihrt jedoch zu einer unverhiltnisméfigen Uberbetonung der Einkopplung der
jeweils anderen Aktivitdtsschicht. Deutlich wird dies an einer Gegeniiberstellung der
transformierten Koeffizienten, die die Einkopplung der jeweils anderen Aktivititsebene
steuern, und denen, die das jeweils eigene Aktivitdtsniveau ,riickkoppeln® (hier am
Beispiel des latenten Teils):
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ok | = 6.51309895282093711 ok, = 3.60918244283132180
ok | = 652069.203733206331 — 265889.967904378941-m ok, = 1.30791589060016350
ok, = —604103.699903255889 + 246333.345988884038-m ok, = 1.42070708058779884
ok | = —769933.328123503219 + 313953.698826270808 - m ok, = 1.30791589060016350
ok, = 713306.220557359842 — 290861.914524259854-m ok, = 1.42070708058779884
of 3 = 3.70087463765145700 — 1.52011170471001065 - m  oky =1

Dieser Unterschied in den Gréflenordnungen zeigte auch in der Implementierung
seine Auswirkungen. Dort konnten mit diesem Koeffizientensatz keine befriedigenden
Ergebnisse erzielt werden.

E) MDAE-Hilfsfunktionen

Bei der Implementation des vorgestellten MDAE-Algorithmus sind einige Hilfsfunktionen
vonnoten, die nun hier kurz erwihnt sein sollen.

1. num_jacobi(f,i,varargin)

bestimmt mittels dividierter Differenzen eine Naherung der Jacobi Matrix 91

ox;
der Funktion f an der Stelle (z1,z9,...,z,). Hierbei darf die Anzahl der Funk-
tionsparameter beliebig sein die Werte x1,...,x, miissen Spaltenvektoren oder

Skalare sein.

2. horner(a,x)

berechnet nach dem Hornerschema den Wert des Polynoms a; - 2" + as - 2™~ +
...+ an—1 -z + a, fir den Spaltenvektor a = (a,...,a,) und dem Zeilenvektor
z € Rk

3. dense_output (x0,d_phi,Kappa,phi)

berechnet den dense-output geméss: x4s = zg + Y. di(@) - K;

4. [h_prop,err]=step_control (L,U,h,x,p,xd,pd,rtol,atol)

berechnet nach der Standard-Schrittweitensteuerung ([HNWOQO0, II1.4]) und dem
skalierten Fehlerschiitzer e = (L - U)~!(z — zd) den normierten Fehler err und
einen Schrittweitenvorschlag h_prop.

z, zd sind zwei Ndherungen der Ordnung p bzw. pd, h die hierzu benutzte Schritt-
weite, rtol und atol sind optionale Argumente fiir relative und absolute Toleranz.
Ist err < 1, so wird die vorliegende Ndherung angenommen um im néchsten
Schritt mit h_prop weitergerechnet. Andernfalls wird der aktuelle Schritt mit
h_prop wiederholt.
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