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Kapitel 1

Numerische Mathematik — Was ist das?

Die Numerische Mathematik beschéftigt sich mit Entwicklung und Analyse
von Algorithmen /Rechenmethoden zur zahlenméfigen Losung mathemati-
scher Probleme.

In der Analysis und der Linearen Algebra zeigt man die Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen zu mathematischen Problemen.

Um diese Charakterisierung mit Leben zu erfiillen, betrachten wir zwei Bei-
spiele: Lineare Gleichungssysteme und bestimmte Integrale.

I) Lineare Gleichungssysteme
Wir betrachten das Gleichungssystem

Axr = b,

wobei A € R™"™ und b € R" gegeben sind und die Losung x € R"™ gesucht wird.
In der linearen Algebra zeigt man: Das System besitzt genau dann eine eindeutige
Losung, wenn fiir die Determinante det(A) # 0 gilt. Die Cramersche Regel liefert eine
Formel fiir die Losung. Diese Formel ist fiir die Praxis ungeeignet. Die zahlenméflige
Bestimmung der Losung kann geeignet mit dem Gauf-Algorithmus erfolgen.

IT) Bestimmte Integrale
Gegeben sei eine Funktion f : [0, 1] — R und gesucht wird das Integral

I(f) = / () do.

d.h. die reelle Zahl I(f) ist (ndherungsweise) zu bestimmen. In der Analysis zeigt
man: Ist die Funktion f stetig, dann existiert das Integral und ist eindeutig. Bei vielen
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Funktionen f existiert keine explizite Formel fiir eine zugehorige Stammfunktion.
Daher wird das Integral zahlenméflig ndherungsweise bestimmt durch z.B. Rechteck-
Summen, Trapez-Summen u.a.

Fazit: Der Algorithmus/Rechenmethode (Rechteck-Summen, Gau-Elimi-
nation, etc.) liefert Zahlen als Ergebnis eines konkreten mathematischen
Problems.

Beim Einsatz eines Computers ist allerdings zu beachten, dass nur endlich
viele Stellen zur Durchfiihrung der arithmetischen Operationen vorhanden
sind. Bei jedem Rechenschritt konnen sogenannte Rundungsfehler auftreten
und die Losung verfilschen.

Einordnung der Numerischen Mathematik

Nach dem bisher gesagten ist klar, dass die Numerik zur Angewandten
Mathematik zéhlt. In den letzten Jahren hat ihre Bedeutung noch zuge-
nommen, da eine neue Disziplin, das Wissenschaftliche Rechnen, aus ihr
hervorgegangen ist.

Das Wissenschaftliche Rechnen (WR) oder Scientific Computing begreift
sich als interdisziplindre Methode, um Aufgaben aus Wissenschaft und Tech-
nik mit dem Computer zu 16sen. Im Diagramm:

A: Anwendung

M: Mathematik

WR I:  Informatik

Abbildung 1: Wissenschaftliches Rechnen im Spannungsfeld von Anwendung, Mathematik
und Informatik.



Zentral beim WR ist der Begriff der Simulation.

Definition 1.1: VDI-Norm 3633, Simulation

Simulation ist das Nachbilden eines Systems mit seinen dynamischen Pro-
zessen in einem experimentierfihigen Modell, um zu FErkenntnissen zu ge-
langen, die auf die Wirklichkeit ibertragbar sind.

Im Kontext des WR bedeutet Simulation das Experiment auf dem Rechner.

Reale Experimente sind oft aus physikalischen oder 6konomischen Griinden
nicht méglich. Dariiberhinaus spart die Simulation Zeit- und Entwicklungs-
kosten.

Gegeben sei ein Anwendung aus den Naturwissenschaften oder der Technik.
Typischerweise geht man im WR nach den folgenden Schritten vor:

1. (Mathematische) Modellbildung
—  FErzeugen von mathematische Gleichungen

2. (Numerische) Simulation
—  Benutzung von Algorithmen auf Rechner

3. Auswertung/Post-Processing (der Ergebnisse)
z.B. graphische Ausgabe, Vergleich untereinander, etc.

Die einzelnen Schritte zeigen, wie Anwendung und Mathematik miteinander
verzahnt sind. Die Informatik leistet ebenfalls einen wichtigen Beitrag durch
schnelle Hardware und neue Rechnertechnologien. Um die Bedeutung der
Mathematik hervorzuheben, verwendet man auch gerne das Schlagwort

High Tech = Math Tech
und bezeichnet die Mathematik als Schliisseltechnologie (key technology).

Inzwischen gibt es die ersten Studiengdnge WR in Deutschland. An der Ber-
gischen Universitdat Wuppertal existiert der Master-Studiengang ,, Computer
Simulation in Science*.



Rechnerentwicklung

Numerik wie auch WR profitierten und profitieren sehr stark von der ra-
santen Entwicklung der Rechnertechnologie. Immer leistungsfdhigere Com-
puter erméglichen inzwischen die Simulation komplexer Zusammenhénge in
mannigfachen Anwendungen.

ABER: Erst ein effizienter und préziser Algorithmus liefert die Losung
eines Problems — die numerische Software ist noch wichtiger als eine schnelle
Hardware!

Historischer Abriss:

1936: Der Bauingenieur Konrad Zuse beginnt mit dem Bau eines noch rein
mechanisch arbeitenden, durch Lochstreifen gesteuerten Rechenauto-
maten, der Z1.

1941: Ein weiterer, in Relaistechnik gebauter Rechenautomat wurde im
Mai 1941 fertiggestellt. Die Z3 war der erste funktionsfdhige, frei pro-
grammierbare, programmgesteuerte Rechenautomat. In den USA fan-
den gleichzeitig mehrere dhnliche Entwicklungen statt wie z.B. der von
Howard H. Aiken ab 1939 bei IBM gebaute programmgesteuerte, au-
tomatische Relaisrechner Mark I.

1946: Entscheidend fiir die Entwicklung des Universalrechners wurde der
an der Moore School of Electrical Engeneering der Universitiat Pennsyl-
vania von John Mauchly und John Presper Eckert entwickelte Rohren-
rechner ENIAC (150 kW Stromverbrauch, 80 qm Aufstellfléiche). Noch
wéhrend des Baus wurde der Mathematiker John von Neumann auf den
ENIAC aufmerksam. Er entwickelt die Idee einer speicherprogrammier-
ten universellen Maschine. Das Konzept des Computers ist geboren.
Der von ihm erfundene logische Aufbau der Maschine wird heute als
von-Neumann-Architektur bezeichnet.

1948: Frederic C. Williams bringt an der Universitédt Manchester (England)
den Prototypen des Manchester Mark I zum Laufen.
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Ende der 50er Jahre: Weltweit sind etwa 8000 Computersysteme instal-
liert, Hauptanwender sind Forschungseinrichtungen, Behorden, zuneh-
mend auch Banken (IBM).

1964: DEC bringt den ersten Minicomputer, die PDP-8, das “Model-T”
der Computerindustrie, heraus.

1969: INTEL entwickelt den ersten Mikroprozessor.
70er Jahre: Der Computer wird in Wirtschaft und Beruf immer wichtiger.
1981: IBM stellt den ersten Personal Computer (PC) vor.

1984: Apple Macintosh — Fenster und Maus als neue Bedienungselemente.
IBM, Apple und weitere Hersteller bringen den Computer auf jeden
Schreibtisch.

90er Jahre : Internet und Multimedia eroffnen neue Dimensionen.

Die Hardware moderner Hochleistungsrechner bietet inzwischen ungeahnte
Moglichkeiten.

Eine der arithmetischen Grundoperationen (4,-,*,/) bezeichnet man als
Operation mit Gleitkommazahl oder floating point operation (FLOP). Die
Rechengeschwindigkeit wird gemessen in FLOPs pro Sekunde. Normale PCs
besitzen Leistungen von iiber 6 GFLOPs/s (Giga-FLOPs/s). Hochleistungs-
rechner (Supercomputer) erreichen heute Leisungen von 1000 TFLOPs/s
(Tera-FLOPs/s). Ein Geschwindigkeitsvergleich ist in Abbildung 2 enthal-
ten.



Mensch  Auto Flugzeug Licht

1 30 250 300 000 000 m/s
Mensch  Taschenrechner PC Supercomputer
1 1000 6000000000 1000 000 000 000 000 FLOPS/s

Abbildung 2: Beschleunigungsfaktoren bei physikalischer Geschwindingkeit und Rechner-
leistung, FLOPs/s = Floating Point Operations Per Second.

Weitere Informationen im Internet:

Anwendungen der Mathematik / Wissenschaftliches Rechnen:
www.mathematik-21.de/index.shtml

Arbeitsgemeinschaft Simulation der Gesellschaft fiir Informatik:
WWW.asim-gi.org

Supercomputer - aktuelle weltweite Rangliste:

www.topd00.org

Geschichte des Computers: Heinz-Nixdorf-Museum Paderborn:

www.hnf .de



Beispiel: Integral-Rekursion

Bei elementaren Rechenoperationen entstehen auf dem Computer Rechenfehler bzw. Run-
dungsfehler. Beispielsweise gilt die Gleichheit 3% = ﬁ. Auf einem Rechner (unter Software
MATLAB 7.5.0) erhalten wir jedoch:

(1/3) % (1/3) % (1/3) = (1/3) * (1/3) = 4.115226337448559¢ — 03
1/243 = 4.115226337448560e — 03

Wir bemerken, dass die letzte Nachkommastelle unterschiedlich ist. Mindestens eines der
beiden Ergebnisse ist somit (leicht) falsch. Ursache hierfiir sind die Rundungsfehler auf ei-
nem Computer/Rechner. Der Fehler hier ist unbedeutend, da wir im allgemeinen nur an den
fithrenden (3-4) Stellen in den Anwendungen interessiert sind, welche hier tibereinstimmen.
Es gibt allerdings bereits einfache Félle, wo elementare Rechenoperationen schon nach we-
nigen Schritten zu vollkommen falschen Ergebnissen fithren — wie das néchste Beispiel
zeigt.

Zu berechnen seien die bestimmten Integrale

1 /1
In:—/ x"e" dx fir n=20,1,2,3,....
€Jo
Elementare Integration versagt hier. Stattdessen kann man die Aufgabe durch partielle

Integration umformen:

1 [
I, = —/ z"e” dx
€ Jo
1 1 !
= - (x"ex —/ naz" te® da:)
(& 0 0
1 ( /1 n—1 _x )
= —|e—n " et do
e 0
= 1- Tl]n,1
Ergebnis: Zwei- Term-Rekursion
n=1—nl,_ (1.1)

I
Ist I, gegeben, so lassen sich aus (1.1) beliebige Integrale I,,, n > 0, bestimmen.

Der Startwert

1 1
I = —/ et dr = S~ = 0.632120558. .. (1.2)
e Jo e

ist eine transzendente Zahl, d.h. insbesondere gilt I ¢ Q.

Die Vorwdrtsrekursion besitzt daher das Schema

Iy—>0L—>1I—---—1,—- -,
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welches beliebig weit durchgefiihrt werden kann.

Um diese Resultate zu iiberpriifen, wird das Integral abgeschétzt:

1 1
In:—/ z"e®dr >0
€ Jo

wegen z"e” > 0 fiir alle z € (0, 1) und

1 1 1 1 ’n+1 1 1
In:—/ x”ezdxg—e/ " dr = a = )
e Jo e Jo n+1llo n+1

durch e* < e fiir alle x € [0, 1].

Damit folgt die Einschachtelung

1
n+1

0<I, < fiir alle n > 0.

Insbesondere gilt 0 < I,, <1 fiir jedes n € N.

Die Vorwartsrekursion liefert auf dem Rechner die in Tabelle 1 angegebenen Werte. Wir
erkennen, das der Wert I;g und alle folgenden Werte deutlich falsch sind. Der Fehler wéchst
dabei mit alternierendem Vorzeichen extrem an.

Zur Erkldrung: Es seien [, die exakten Werte und fn die auf einem Rechner erhaltenen
Ergebnisse. Der Fehler ist daher Al, = I,, — I,. Fiir den Startwert (1.2) gilt

Aly =1, — Iy #0,

da die transzendente Zahl [y nicht exakt auf dem Rechner dargestellt werden kann. Jedoch
ist |Alp| &~ 10716 d.h. sehr klein. Wir erhalten eine Rekursion fiir den Fehler:

[n = 1- n]n_l
~n = 1- nfn_l

In - [n = —n([n_l - [n—l)
Al, = —nAl,_,

Sukzessives Einsetzen liefert
Al, = —nAlL,_1=—-n(—(n—1)AL_s=-n(—(n—1))(—=(n—2)Al,_3="---.

Somit folgt die Fehlerformel
Al, = (—=1)"n!Aly, (1.3)

welche das Verhalten der Vorwértsrekursion erklart. Trotz kleinem A, wéchst der Fehler
wegen dem Term n! extrem an. Der Vorfaktor (—1)" erkldrt das alternierende Vorzeichen
in den Ergebnissen.
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Tabelle 1: Zwei-Term-Rekusion zu Integralen.

Vorwértsrekursion:
n I,
0 6.321205588285577e-01
1 3.678794411714423e-01
2 2.642411176571153e-01
3 2.072766470286540e-01
4 1.708934118853840e-01
5 1.455329405730801e-01
6 1.268023565615195e-01
7 1.123835040693635e-01
8 1.009319674450921e-01
9 9.161229299417073e-02
10 8.387707005829270e-02
11 7.735222935878028e-02
12 7.177324769463667e-02
13 6.694777996972334e-02
14 6.273108042387321e-02
15 5.903379364190187e-02
16 5.545930172957014e-02
17 5.719187059730757e-02
18 -2.945367075153627e-02
19 1.559619744279189e+00
20 -3.019239488558378e+01
21 6.350402925972594e+02
22 -1.396988643713971e+04
23 3.213083880542133e+05
24 -7.711400313301118e+06
25 1.927850088325280e+08
26 -5.012410228645727e+09
27 1.353350761744346e+11
28 -3.789382132883170e+12
29 1.098920818536129e+14
30 -3.296762455608386e+15

12

Rickwirtsrekursion:

n 1,

0 6.321205588285577e-01
1 3.678794411714423e-01
2 2.642411176571153e-01
3 2.072766470286539e-01
4 1.708934118853843e-01
5 1.455329405730786e-01
6 1.268023565615284e-01
7 1.123835040693008e-01
8 1.009319674455933e-01
9 9.161229298966059e-02
10 8.387707010339417e-02
11 7.735222886266420e-02
12 7.177325364802957e-02
13 6.694770257561571e-02
14 6.273216394138015e-02
15 5.901754087929777e-02
16 5.571934593123560e-02
17 5.277111916899477e-02
18 5.011985495809427e-02
19 4.772275579620888e-02
20 4.554488407582235e-02
21 4 .355743440773061e-02
22 4.173644302992650e-02
23 4.006181031169058e-02
24 3.851655251942608e-02
25 3.708618701434793e-02
26 3.575913762695372e-02
27 3.450328407224959e-02
28 3.390804597701149e-02
29 1.666666666666667e-02
30 5.000000000000000e-01



Statt der Vorwdartsrekursion I, = 1 — nl,,_; kann man eine Rickwdrtsrekursion

1-1,
In—l =

n

versuchen, wobei man sukzessive bestimmt
I, —>1,.1—>1,9— - ---— 1 — I

Ein korrekter Startwert ist dabei unbekannt. Daher setzen wir einfach ]~n = 0.5 als Start-
wert, d.h. absichtlich einen falschen Wert. Jedoch gilt dann mit den obigen Abschétzungen
zumindest |AL,| < 0.5.

Die Riickwirtrekursion liefert auf dem Rechner die in Tabelle 1 aufgelistete Folge fiir den
Startwert I3y. Das Ergebnis fiir I ist nun richtig auf allen Stellen!

Auch hier liefert die Fehlerformel (1.3) eine Erklarung, denn es folgt direkt

1

Somit wird der beziiglich I,, gemachte Fehler durch den Faktor 1/n! erheblich verkleinert.
Dieses Prinzip kann auch genutzt werden, um 7, fiir ein m > 0 in einer Riickwértrekursion
aus einem [, mit n > m genauer zu erhalten.

In diesem Beispiel bewirken Rundungsfehler und eine fehlerverstéarkende
(instabile) Vorwéartsrekursion total verfilschte Ergebnisse. Interessanterwei-
se werden die Fehler bei der (stabilen) Riickwértsrekursion dagegen heraus-
gehoben.
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Nach den einfithrenden Beispielen wollen wir die charakteristischen Eigen-
schaften der Numerischen Mathematik zusammenfassen.

Kennzeichen der Numerischen Mathematik:

Konstruktiv: Nicht nur Existenz/Eindeutigkeit einer Losung sind
von Bedeutung, sondern eine konkrete Losung (Zahl) wird beschafft.

Approximativ: Ndherungen fiir die exakte Losung werden als gleich-
wertig akzeptiert, wenn deren Fehler beliebig klein gemacht werden
konnen und verléssliche Fehlerschranken vorliegen.

Anwendungsorientiert: Es werden Probleme gelost, die aus Anwen-
dungen (Wirtschaft/Technik/Naturwissenschaften/...) stammen, und
die entwickelten Methoden werden als Software bereitgestellt.

Als Hilfsmittel dienen nur die vier Grundoperationen +,—, -,/ und
die sechs arithmetischen Vergleiche, wahlweise auch v Die arith-
metischen Operationen werden nur mit einer endlichen Stellenzahl
ausgefithrt. Rundungsfehler sind zugelassen, und ihr Einfluss ist zu
untersuchen und abzuschéatzen.
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Kapitel 2

Rechnerarithmetik und Fehleranalyse

In diesem Kapitel geht es zunéchst um die Zahldarstellung auf dem Rechner
und die zugehorigen arithmetischen Operationen. Rundungsfehler und der
Begriff der Kondition eines Problems werden danach behandelt. Zur Moti-
vation betrachte man nochmals das Beispiel der Integralrekursion aus dem
vorhergehenden Kapitel.

2.1 Gleitpunkt- und Maschinenzahlen, Rundung

Das System R der reellen Zahlen ist liickenlos: Zu jeder reellen Zahl gibt
es noch groffere und noch kleinere Zahlen, und zu jedem Paar von zwei
verschiedenen Zahlen gibt es weitere Zahlen, die dazwischen liegen.

Die in einer Maschine exakt darstellbaren Zahlen sind dagegen finit, also
beschriankt und diskret. Man unterscheidet zwischen Gleitpunktzahlen G
und Maschinenzahlen M.

Definition 2.1: Gleitpunktzahlen (floating point numbers)
Die normalisierten t-stelligen Gleitpunktzahlen zur Basis B sind die Menge
G={9=M-B": M =0 oder B™' < |M| < B'}

mit dem Ezrponenten E und der Mantisse M. B > 1 und t > 0 sind vorge-
gebene natiirliche Zahlen, M und E sind ganze Zahlen.
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Man fordert die Bedingung B! < |[M| < B!, um die Darstellung zu nor-
malisieren. Auf diese Weise kann keine fithrende 0 auftreten. Die Zuordnung
g — M, FE ist fiir g # 0 eineindeutig.

Beispiel 2.1: 4-stellige, normalisierte Dezimalzahlen
G={M-10": M =0 oder 10° < |[M] < 10"}

Die Mantisse liegt damit zwischen 1000 < |[M| < 9999. Beispiele fiir Zahlen in dieser
Darstellung sind:

19.25 = 1925 - 1072, 0.004589 = 4589 - 107, 4.01 = 4010 - 1073,

Beispiel 2.2: 7T-stellige, normalisierte Dualzahlen
G={M-2": M =0 oder 2° < |M| <27}
Umrechnung von 19.25 ins Dualsystem:
1925=1-2+0-2°41-2"+1-2°+0-27"+1.272 = LOOLL.0OL = LOOLLOL - 2~"°
Maschinenzahlen bilden eine Teilmenge der Gleitpunktzahlen. Bei ihnen ist

der Exponentenbereich eingeschrénkt.

Definition 2.2: Maschinenzahlen

M={g=M-B"c€G: a<FE<p}
Das System der Maschinenzahlen ist damit finit. Die Groflen B, t, a, 5 sind
durch die Implementierung festgelegt und werden nicht gespeichert. Man-

tisse M und Exponent E legen die Maschinenzahl eindeutig fest. Die Ab-
héngigkeit der Mengen von den Parametern kann man schreiben als

M(B,t,a, 8) C G(B,t).

Im allgemeinen System der Maschinenzahlen fiihrt man als charakteristische
Parameter ein

o := B"!.B* Kleinste positive Maschinenzahl,
A = (B'—1)-B? gréBte Maschinenzahl.

16



Abbildung 3: Dichte der Maschinenzahlen in normalisierten Darstellung.

Man spricht von Bereichsiiberschreitung oder Exponentenunter/-iberlauf,
wenn sich im Lauf einer Rechnung Werte ergeben, die aulerhalb des Bereichs
[—A, —o] U {0} U [+0, 4] liegen.

Die Maschinenzahlen sind im iibrigen nicht dquidistant verteilt. Um die null
herum klafft eine riesige Liicke, und nach auflen hin wird die Unterteilung
immer grober.

Etwas formaler: Zwei aufeinander folgende positive Gleitpunktzahlen haben
die Werte g = M - BE und ¢’ = (M + 1) - BE. Der relative Abstand ist also
(¢ —g)/g = 1/M. Gleiches gilt fiir zwei negative Nachbarn. Der grofite
relative Abstand ist p := max(1/M) = 1/B'!, diese GroBe bezeichnet man
als die Auflosung der Arithmetik (resolution).

Wir fassen die Eigenschaften der Maschinenzahlen im Gegensatz zu den
reellen Zahlen zusammen:

e Maschinenzahlen stellen eine endliche Menge da.

e Maschinenzahlen liegen nicht dquidistant.

e Eis existiert eine grofie Liicke um die null.

IEEE-Standard 754

Die Kodierung von M und E erfolgt nach gewissen Standards. Seit 1984 gibt
es den IEEE-Standard 754 (IEEE: Institute of Electrical and Electronics
Engineers), der die Zahldarstellung auf handelsiiblichen Mikroprozessoren
(Bsp. Pentium) reglementiert. Basis ist B = 2 (Dualsystem).
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Zur Verfiigung stehende Maschinenzahlen:

Zahlentyp Bits VZ Exponent Mantisse
4 byte - short real (single precision) 1 8 23
8 byte - long real (double precision) 1 11 52
10 byte - temp real (extended precision) 1 15 64

Kennzeichen der jeweiligen Arithmetik:

Zahlentyp o A p

short real 1.2-107%  3.4.10%® 1.2-1077
long real  2.2-1073%  1.8.103% 22.1071¢
temp real 3.4-107%92 1.2.10*% 1.1-1071

Hidden bit: Normalisierte Dualzahlen besitzen immer L als fithrende Ziffer, die daher nicht
abgespeichert werden muss.

Beispiel 2.3: Short Real

1 bit fiir Vorzeichen, 1 byte = 8 bit fiir den Exponenten, 3 byte = 1+23 bit fiir die Mantisse
(t = 24 wegen hidden bit).

Schematische Abspeicherung:

+ 88,85 85 |0 D, 0s.. by

Sonderoperationen im IEEE-Standard:

+o00 groBer als jede reelle Zahl
—00 kleiner als jede reelle Zahl
quiet NaN (Not a Number) unbestimmter Wert, wird vererbt
signalizing NaN 16st als Operand einen Alarm aus
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Rundung

Beim Runden geht man vom Kontinuum R zur diskreten Menge der Ma-
schinenzahlen M bzw. Gleitpunktzahlen G {iber.

Definition 2.3: Rundung

Fine korrekte Rundung ist eine Abbildung vd : R — G, die jeder reellen
Zahl © eine ndchstgelegene Gleitpunktzahl rd(z) zuordnet, d.h.

rd(z) —z| < |g — x| firallegeG.

Die Rundung ist eine surjektive, idempotente und monotone Abbildung.

9 G G

//[\
P
\

= R

rd

' / ' /
N / N /
‘o ‘o
‘o ‘o
} } G
| | >

Abbildung 4: Skizze zur Rundung.

Sei g7, der néichstgelegene linke Nachbar von x und gr der nichstgelegene
rechte Nachbar sowie gy = (g1, + gr)/2 die Mitte zwischen beiden. Dann
gilt fir gr < o < gr mit & # gy

g falls x < g,
rd(z) = { gr falls © > gur.

Im Fall der Mitte = = gy ist die korrekte Rundung nicht eindeutig festge-
legt. Der IEEE-Standard schreibt in dieser Situation vor:

rd(z) = g1, falls gr gerade Mantisse,
gr falls g ungerade Mantisse.
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Neben dem korrekten Runden gibt es noch die Begriffe

Abrunden: T gy
Aufrunden: T gR
Abschneiden: x> gr, falls x > 0, x+— g sonst.

Die Rundung verursacht einen Fehler. Man definiert
Az = |rd(z) — x| Absoluter Fehler

und (fiir = # 0)

_ |Az] _ |rd(z) — 2|

Relativer Fehler .
7] 7]

Fir den absoluten Fehler findet man
1 1 1
Az = |rd(z) — 2| < §|9L —grl = §\M -BY — (M +1)-Bf| = EBE

und fiir den relativen Fehler
lrd(z) — z| BF 1 1
= < = < —
|| ~ 2|M|BE  2|M| ~ 2
Der relative Rundungsfehler ist damit immer kleiner oder gleich der halben
Auflésung der Arithmetik. Formal hat man den Zusammenhang

B,

xT

1
rd(z) =z(14+¢) mit |g] =¢, < §Bl_t. (2.1)

Die Schranke B'~'/2 charakterisiert die Arithmetik und wird deshalb mit
einem Namen belegt.

Definition 2.4: Maschinengenauigkeit

|
Ep &= éBl t

Beim Datentyp short real ist die Maschinengenauigkeit ey = 5.96 - 1078, bei
long real dagegen eg = 1.11-1071%. (In MATLAB wird die Maschinengenau-
igkeit definiert als der Abstand von 1 zur nédchst hoheren Maschinenzahl,
d.h. gg :=min{g —1: g € M, g > 1}, wodurch sich gy = 2.2 - 10716 ergibt.)
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Gleitpunktoperationen

Im vorhergehenden Kapitel wurde bei der Analyse der Integralrekursion
vereinfachend angenommen, dass bei den arithmetischen Grundoperationen
keine weiteren Fehler entstehen. In der Praxis ist dies natiirlich nicht erfiillt.
Im allgemeinen gilt fiir die Grundoperationen @ € {+,—,-, /}

a,beG % a®beG,

d.h. das Ergebnis muss gerundet werden.

Man fiithrt nach Wilkinson (1958) die Notation fl(a ® b) fiir das Ergebnis
der Gleitpunktoperation ein und verlangt fiir eine ideale Arithmetik

flla®b) =rd(a®b) fira,beG. (2.2)

Das Ergebnis der Gleitpunktoperation soll gleich dem korrekt gerunde-
ten exakten Ergebnis sein. Diese starke Forderung ist kein Wunschtraum
der Numeriker, sondern kann ohne groflen Aufwand realisiert werden. Der
IEEE-Standard 754 verlangt genau (2.2) von den heute verbreiteten Mikro-
prozessoren.

Aus der Forderung (2.2) folgt sofort die Eigenschaft
flla®b)=(a®@b)(1+¢) mit|e] <ep. (2.3)

Man bezeichnet (2.3) auch als die starke Hypothese fiir Rundungsfehler.
Sie wird von einer idealen Arithmetik erfiillt, und damit auch von jedem
Mikroprozessor, der dem Standard genitigt.

Die Eigenschaft (2.3) bildet die Basis der Rundungsfehleranalyse. Wéhrend
e von den Operanden a,b € G abhéngt, ist die Schranke ¢y a priori bekannt
und erlaubt Abschéatzungen.

Bemerkungen

e Bei der Analyse von Gleitpunktoperationen vernachlassigt man den
Exponenteniiber- bzw. -unterlauf und betrachtet ausschliefSlich Gleit-
punktzahlen.
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e Eine korrekt rundende Arithemtik 148t sich mit einem ¢ + 2-stelligen
Rechenwerk realisieren. Man benétigt also 2 Schutzziffern.

e Die Grundoperationen werden durch Mikroprogramme implementiert.
Eine Multiplikation ist dabei ca. 2 mal teurer als eine Addition.
Betrachten wir hierzu als Beispiel fiir ein Mikroprogramm noch die Addition der
beiden Gleitpunktzahlen (B = 10, t = 4)

0.6134-10" und 0.3865 - 10" :

i) Exponentenangleich, d.h.: Shift der Mantissen durch Vergroerung des kleineren
Exponenten bei 2 Schutzziffern:
0.613400 - 10*
0.000386 - 10*

ii) Mantissenaddition: 0.613786 - 10*
iii) Rundung (¢t =4): 0.6138 - 10*

iv) eventuell Normierung (Mantissenshift)

Bei der Subtraktion kann Ausléschung der fithrenden Ziffern auftreten.
Ein Runden ist dann nicht mehr notwendig!

e Spezielle Funktionen wie Vo sin, cos, ... werden nach einem divisions-
dhnlichen Schema berechnet (Pseudodivision, CORDIC-Verfahren).
Klassische Approximationstechniken oder Taylorreihen sind deutlich
aufwendiger.

2.2 Rundungsfehleranalyse

Unter einem Algorithmus (Rechenverfahren) versteht man in der Numerik
eine endliche Folge von Grundoperationen, deren Reihenfolge beim Ablauf
eindeutig festliegt. In Gleitpunktarithmetik ausgefiihrt, verfdalschen Run-
dungsfehler die Zwischen- und Endresultate.

Die Reihenfolge der Operationen kann bei der Rundungsfehleranalyse ent-
scheidend sein, da eine Gleitpunktarithmetik weder Assoziativ- noch Dis-
tributivgesetz erfiillt. Im allgemeinen ist also

fila+(b+c)) # fl(fi(a+0b)+ ¢),
fila-f1(b+¢)) # fi(fl(a-b)+fl(a-c)).
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Jedoch sind Addition und Multiplikation der Gleitpunktzahlen kommutativ.

Wie geht man bei der Rundungsfehleranalyse vor? Naheliegend ist eine
Vorwdrtsanalyse, welche das in Gleitpunktarithmetik berechnete mit dem
exakten Resultat vergleicht. Oft ist diese Technik jedoch schwierig, weswe-
gen sich die Rickwdrtsanalyse als Alternative durchgesetzt hat. Sie interpre-
tiert das berechnete Resultat als exaktes Resultat zu geeignet verdnderten
Eingangsdaten.

Beispiele:
fila+0) = (a+b)(1 +«), d.h. exakt zu Operanden a(1l + «),b(1 + «)

sowlie

fila-b) = (a-b)(1+B), d.h.exakt zu Operanden av/1+ 3,by/1+ 5.

Als typisches Beispiel einer Vorwértsanalyse der Rundungsfehler betrachten
wir die Hintereinanderausfithrung einer Addition und einer Multiplikation:
(a + b)c. In Gleitpunktarithmetik folgt mit |al, || < g

(I+a) -0+ p5)
o)1+ a)(145)
o)1+ a+ B+ ap)
o)1+ a+fB).

fifl(a +b)-c) = +0b
+0b
a+b
+0

)
)
)
)

Dabei wurde im letzte Schritt eine Linearisierung verwendet, wobei der
Term af wegen |af| < €2 < gy vernachlifligt wurde. Fiir den relativen
Fehler kénnen wir abschétzen | + 3| < |a| 4+ |8] < 2¢gp, d.h. der Fehler ist
in der Groflenordnung der Maschinengenauigkeit.

Allgemein kann man ansetzen
Gleitpunktergebnis = (exaktes Ergebnis)(1 + relativer Fehler).

Sei € der relative Fehler. Gilt ¢ = e(aq, . .., a,,) mit kleinen Werten «;, dann
entspricht die Linearisierung einer mehrdimensionalen Taylor-Entwicklung
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um «o; = 0 und dem Weglassen aller Terme von zweiter und héherer Ord-
nung. Unter der Annahme £(0,...,0) = 0 folgt somit

. x— Oe
elan, s on) =) == (0,...,0)a;.

Ist e(aq,...,q,) ein Polynom in den Verénderlichen ag, ..., a,, dann ver-
wendet man somit gerade den Anteil mit Polynomgrad 1.

Beispiel: Hornerschema

Die Rundungsfehleranalyse wird nun anhand des Hornerschemas vorgefiihrt.
Dabei erreichen wir eine Riickwértsanalyse.

Auszuwerten ist das Polynom vom Grad n
P(z) =cy+ c1x + cox? 4+ - + cpa”

an der Stelle x, mit gegebenen Koeffizienten ¢y, . . ., ¢,. Eine direkte Auswer-
tung nach dieser Formel benétigt n (ADD-+MULT) sowie die Potenzen x*.

Nach Horner verwendet man dagegen das Schema
P)=(((chx +cp-1)x+cp2) -+ c1)x+co, (2.4)

das mit n (ADD+MULT) auskommt und wesentlich weniger anfillig fiir
Exponenteniiberlauf ist.

Algorithmus 2.1: Hornerschema

Y ‘= Cn;
firk=n—-1:-1:0
Y =Y T+ Ck;

Als Resultat liefert der Algorithmus y = P(z).

Fiir die Rundungsfehleranalyse nehmen wir an, dass die Koeffizienten c;
sowie das Argument x exakt sind. Unter Beachtung der starken Hypothese
(2.3) gilt fiir die in Gleitpunktarithmetik anfallenden Werte
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Y = Cp;
firk=n—-1:-1:0
y:=((1-2) 1+ )+ )1+ ap);

mit ||, |ax| < ep. Zusammen also
y==¢Co+ G+ +cpa”
mit gestorten/verdnderten Koeffizienten
k=ck-(T4+ag) T+ pp—1) - (T+ap_1) - (14 pp—2) .- (1 + )

und a,, := 0. Der berechnete Polynomwert kann demnach als exakter Wert
eines Polynoms mit leicht verédnderten Koeffizienten gedeutet werden.

Der am starksten betroffene Koeffizient ¢, soll noch naher betrachtet wer-
den. Die gehéuft auftretenden Modifikatoren 1 + ¢ lassen sich durch eine
Linearisierungstechnik vereinfachen. Fiir |, |p| < €y setzt man

14+a) - I4+p) =1+a+p
unter Vernachlissigung des 'kleinen’ Produktes o - p. Damit ist
Cn==0Cn- (14 pip_1+ an1+ -+ po+ ap)
und der absolute Fehler in ¢, geniigt
|Acy| = |60 — cn| = -1+ 1 4+ -+ 4 po + ol - |cn| < 2neplcy] .
Fiir die anderen Koeffizienten zeigt man analog |Acy| < (2k + 1)eg]|ck|.

Im Sinne der Riickwartsanalyse ist das Hornerschema damit gutartig: Der
Fehler in den Koeffizienten bleibt bei moderatem Polynomgrad n klein.

Statt mit der Linearisierungstechnik kann man auch mit einer scharfen
Abschétzung zu einem Ergebnis gelangen. Es gilt namlich die Aussage:

Sei H(l + ;) =1 1+¢e. Fallsalle || < g9 = |¢| < _Meo

. (25
i1 1— mey ( )
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(Zeige: (1 —a;)(1+a;) <1 = 1—g5 < (14 a;)*! < (1 —¢gp)"". Dann gilt

1 1
1—¢g)"<1 <o = l—g))"—1<e< ——M — 1.
( 60) Sl+e=< (1_60)7” ( 80) e (1_60)7”

Damit ergibt sich aus der Bernoullischen Ungleichung
1-— meg < (1 — 50)m

fiir meg < 1 die gewiinschte Abschétzung:

1 1 meog
e<—— 1< 1= ,
(1 —go)™ 1 —meo 1 —meg
—me
e>(1—ey)™—1>—megy > mo.)
— ME&y

Die Abschétzung (2.5) korrigiert den Fehler des Koeffizienten ¢, etwas und

liefert 5

~ . ney
n=Cp(l+¢e it g < ———
Cn = cn(l4€) mit fe] < 1 — 2neg

(Im Vergleich dazu vernachléssigt die Linearisierungstechnik den Nenner

1 — 2ne.)

Die am Hornerschema vorgefithrte Rundungsfehleranalyse ist eine a priori
Analyse. Man geht von einer realistischen Hypothese iiber die Rundungsfeh-
ler aus und ermittelt daraus Schranken fiir den Gesamtfehler. Weil dabei im-
mer die ungiinstigsten Umsténde angenommen werden, ist der tatséchliche
Fehler in der Anwendung des Algorithmus meist viel kleiner.

Neben der a priori Analyse werden manchmal auch a posterior: Fehler-
schranken zu einer numerisch berechneten Ndherung ermittelt. Solch eine
Kontrollrechnung kann z.B. durch Einsetzen der Losung und Nachrechnen
in hoherer Genauigkeit erfolgen. Dazu zéhlen auch die Techniken der Inter-
vallarithmetik. Dort sind die Eingabedaten Intervalle, und im Laufe des Al-
gorithmus werden daraus neue Intervalle berechnet, die die exakte Losung
sowie alle potentiellen Rundungsfehler einschlieSen. Die Intervallarithme-
tik kann allerdings Korrelationen der Rundungsfehler nicht beriicksichtigen,
weswegen die Intervalle oft stark anwachsen und nicht brauchbar sind.
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2.3 Fehlerfortpflanzung und Kondition

In diesem Abschnitt untersuchen wir, wie sich Unsicherheiten in den Ein-
gabedaten auf die Resultate auswirken. Es geht also um das vorliegende
Problem und nicht um den mit Rundungsfehlern behafteten Algorithmus.
Die Aussagen haben aber grofle Konsequenzen fiir die Numerik bzw. die
Fortpflanzung von (Rundungs-)Fehlern:

1. Bei der Zerlegung des Losungswegs in mehrere Teilschritte lassen sich
die Rundungsfehler des i-ten Schritts ansehen als Eingabefehler fiir den
? + 1-ten Schritt.

2. Die Kondition eines Problems gibt einen mdoglichen Mafistab fiir die
Beurteilung der Rundungsfehler.

Abstrakt wird ein zu 16sendes Problem wie folgt charakterisiert:

Eingabedaten r=(r1,...,2,) €DCR"
Resultate y=(y1,...,ym) €R™

Problem Funktion (Abbildung) ¢, die allen zuldssigen
Eingabedaten das eindeutige Resultat zuordnet:
e:D—R™ z—y=px)

Das Problem 16sen heifit, den Wert von ¢ an der Stelle = zu berechnen.

Wie empfindlich sind die Resultate y gegeniiber Anderungen in den Einga-
bedaten x?

Die differentielle Fehleranalyse bzw. Stérungstheorie 1. Ordnung betrach-
tet die partiellen Ableitungen Oyp;/0z;, um die Empfindlichkeit gegeniiber
Anderungen der Eingabedaten zu quantifizieren.

Es bezeichne z; den abgeédnderten Wert x; und analog x € D bzgl. x € D.
Sei Ax; := ¥; — x; die absolute Stérung und px; = Auz;/z; die relative
Storung der Komponente i. In erster Ordnung gilt fiir die Auswirkungen
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Abbildung 5: Skizze zu “gut konditioniert”.

Ay; = ¢i(Z) — pi(x) und oy; = Ayi/yi

. 8%
oy = Zﬂa%’(x)w (2.7)

Fiir n = m = 1 mit Taylorentwicklung an Stelle x:
Ay = @(T) = p(z)
D D¢ N
= o(z)+ —( JAT + —— (2 + 9Az)(Ar)* — ()

ox 0x?
. Oy
= A
5g (AT
sowie
_ Ay 830 Azx x x(‘)go()m
Qy_y Bz yx_yﬁx ¢

Statt der komponentenweisen Notation schreibt man fiir (2.6) auch
Ay = 0p/0x - Az mit der Funktionalmatrix dy/0x.

0 0
5 Ay A
Ay = 2 -Ax : = : : :
i
Ay \F - F2) \Aa
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Abbildung 6: Skizze zu “schlecht konditioniert”.

Die Gré8e x;/y;- Opi/0x;, siehe (2.7), misst die Empfindlichkeit, mit der ein
relativer Fehler in z; den relativen Fehler in y; beeinflufit. Genauso misst
0y, /0x; die Empfindlichkeit gegeniiber absoluten Fehlern. Man nennt solche
Mafizahlen Konditionszahlen.

Definition 2.5: Kondition

Ein Problem heisst gut konditioniert, falls kleine Anderungen Az bzw. ox
nur in kleinen Anderungen Ay bzw. oy resultieren, andernfalls schlecht kon-
ditioniert. Als Konditionszahlen hat man

d; xj 0p;

833]'

Y

E@xj

Auch die vier arithmethischen Grundoperationen sind nach Definition ein
Problem und haben deshalb eine Kondition. Fiir den absoluten Fehler hat
man die Auswirkungen:

Ala+b) = Aa+ Ab
A(a-b) = bAa+ aAb :
A(a/b) = Aa/b— aAb/b? (2.10)
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Fiir die relativen Fehler dagegen (mit oxr = Ax/x):

a b
olatb) = Qaa:l:bigba:tb (2.11)
ola-b) = oa+ b (2.12)
ola/b) = oa— ob (2.13)

Wie man sieht, sind die relativen Konditionszahlen fiir Multiplikation und
Division 1, so dass diese Operationen als gut konditioniert bezeichnet wer-
den. Bei der Addition/Subtraktion sind die absoluten Konditionszahlen
klein, die relativen dagegen unbegrenzt. Die sogenannte Ausloschung kann
hier eine gefdhrliche Situation darstellen: Falls a £ b =~ 0, heben sich die
gemeinsamen fithrenden Ziffern weg.

Beispiel 2.4: Ausléschung

Gegeben seien Gleitpunktzahlen zur Basis B = 10 mit ¢ = 5 Stellen. Die folgenden Zahlen
x,y sind keine solchen Gleitpunktzahlen und miiflen daher gerundet werden:

r=0120587 —  &:=rd(z) =0.12059
y=0120942 —  §:=rd(y) = 0.12094.

Es folgen die relativen Fehler

T _95.1070 < 1074, ‘u‘ —1.7-107° <1074,
y

T

welche wie erwartet in der Grélenordnung der Maschinengenauigkeit liegen. Da die fiih-
renden Stellen von x und y iibereinstimmen ergibt sich bei Subtraktion Ausléschung:

y—x = 0.000355 = 0.355-1073
g—a = 0.00035 = 0.35-1073.
Der relative Fehler vergrofiert sich deutlich:

(5—%)— (y—2x)| 0.35—0.355

— =1.4-1072> 1074
Yy—x 0.355

Grund hierfiir ist, dass die kleinen Rundungsfehler in den hintersten Stellen durch die
Ausloschung in weiter vorne liegende Stellen iibertragen wurden.

Fiir die Wurzelberechnung findet man iibrigens noch

A(Va) = Aa/(2va),  o(v/a) = boa.
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Die Quadratwurzel ist demnach gut konditioniert.

Beispiel 2.5: Wie man am Problem des Schnittpunktes zweier Geraden erkennt, siehe
Abbildung 7, kann ein schlecht konditioniertes Problem durch keinen Algorithmus gerettet
werden.

S1 59

Abbildung 7: Berechnung des Schnittpunktes s; zweier Geraden y; = a;x + b;. Kleine
Anderungen in den Daten a;, b; fithren links auf kleine, und rechts auf grole Anderungen
in s; bzw. ss.

Beispiel 2.6: Sei y = ¢(p, q) := —p + \/p? + ¢. Die partiellen Ableitungen lauten

9 _ p —y Do 1

e —|— = , =
dp VPP +a P +a 90 2P+

Als relative Fehlerauswirkung ergibt sich

—p _ P+VPPta

q —p
oy = op + 0q op+ —F——09
VPE+q 2y\/P* +q VP +q 2\/p? +¢q

Fiir ¢ > 0 ist das Problem gut konditioniert mit

loy| < lop| + |og] -

Fiir ¢ = —p? ist es dagegen schlecht konditioniert.

Wenn das Problem ¢ in Teilprobleme zerlegt wird, hat jedes Teilproblem
seine eigene Kondition. Nach der Kettenregel fiir p = o0 o7

0p_(00)  or
or  \ 0z J—_ Ox
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folgt somit die Merkregel
cond,., = cond, - cond .

Man beachte, dass die Kondition des Gesamtproblems unabhéngig von der
Zerlegung in Teilprobleme ist. Die Dinge wiren nun unproblematisch, wenn
fiir cond,., klein auch die Faktoren cond, und cond, klein wéren.

Leider kommt es aber hdufig vor, dass bestimmte Varianten/Zerlegungen
¢ = ¢ o7 auf einen Faktor cond; oder cond; fithren, der sehr grof} ist (und
der zweite Faktor sehr klein). Rundungsfehler, die sich als Eingabefehler
eines Teilschritts interpretieren lassen, kénnen dann den Algorithmus in
dieser Variante unbrauchbar machen.

Beispiel 2.7: Wurzelberechnung bei quadratischen Gleichungen
Die im Beispiel 2.4 behandelte Berechnung von

y=¢(p,q):=—-p+Vp*+q

liefert die Wurzel kleinsten Betrages der quadratischen Gleichung
y 4+ 2py —q=0.

Das Gesamtproblem war fiir ¢ > 0 gut konditioniert. Wir untersuchen nun zwei Algorith-
men fiir diesen Fall,

Al: s:p27t:‘9+q’u:\/ﬂy:_p+u;

sowie
A2 : s:pz,t:s+q,u=\/2,U=p+u>?JZQ/U-

Welcher Algorithmus ist besser?

Antwort: Das héngt vom Vorzeichen von p ab!

Zuerst erkennen wir, dass sich beide Algorithmen in den ersten drei (stabilen!) Schritten
nicht unterscheiden. Es ist also nur der letzte Schritt @(p,u) = —p + u von Al bzw. die
letzten beiden Schritte ;1 (p,u) = p + u, 2(q,v) = q/v von A2 fiir die beiden Fille p < 0
und p > 0 zu untersuchen (Wieso ist p = 0 harmlos?).

1. Fall p < O:
Fiir den letzten Schritt von Al gilt (Addition von zwei positiven Zahlen):

log| < |op| + |oul .
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Beim vorletzten Schritt von A2 tritt jedoch fiir |p| > ¢ Ausloschung auf:

op +

u
p+u p+ug

op1 =

mit p+u =~ —|p| + v/p*+q = 0.

2. Fall p > 0:
Hier ist es genau umgekehrt. Nun tritt beim letzten Schritt von Al fiir p > ¢
Ausloschung auf. Die letzten beiden Schritte von A2 erfiillen jedoch

lop1] < |op| + |oul, o2 = 0q — ov.

Allgemeiner sei nun ¢ = o o7 und ¢, 0,7 die Auswertungen unter Einfluss
der Rundungsfehler im Fall n = m = 1. Somit gilt

(z) =0(z) + Ao, T(z) =71(x) + AT

mit den Fehlertermen Ao, A7. Sei Ax = T — = ein Fehler in den Eingangs-
daten. Als Plausibilitatsiiberlegung folgt mit zwei Linearisierungen

olr+ Az) = o(7(x + Ax))

(7(x 4+ Ax) + A7) + Ao
(7(x) + 7'(x)Ax + A1) + Ao
(7(

(%)

I
Q

I
Q

7(x)) + o' (1(x))7(x) Az + o' (7(x)) AT + Ao
x) + cond,Az + cond, AT + Ao,

=
= @

wobei die Konditionszahlen bzgl. der absoluten Fehler auftreten. Der Fehler
in den Anfangsdaten wird wie {iblich mit der Kondition von ¢ verstarkt.
Der Rundungsfehler aus der Auswertung von 7 wird jedoch zusétzlich noch
mit der Kondition von o verstéarkt. Der Rundungsfehler aus der Auswertung
von o bleibt dagegen unverédndert und somit im allgemeinen unproblema-
tisch.

Man nennt einen Algorithmus zur Berechnung von y = ¢(x) numerisch
stabiler als einen zweiten Algorithmus, falls der Gesamteinflul der Run-
dungsfehler kleiner ist. In diesem Zusammenhang noch zwei Begriffe:
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Definition 2.6: Akzeptables Resultat

FEine numerisch berechnete Lésung y mit Eingangsdaten x heifit akzeptabel,
falls sie sich interpretieren ldsst als exakte Losung zu modifizierten Daten x,
die innerhalb gegebener Toleranzen bleiben:

g akzeptabel = 3z : § = @(Z) und || — z|| < Az bzw.

Abbildung 8: Skizze zu “y akzeptable Naherung”

Eine akzeptable Naherung oder Lésung muf sich also interpretieren lassen
(im Sinne der Riickwértsanalyse) als exakt zu Eingabedaten, die im Rahmen
vorgegebener Toleranzen Ax bzw. €, geeignet abgeédndert worden sind.

Die Definition der akzeptablen Naherung ist unabhéngig davon, ob das kor-
respondierende Problem gut oder schlecht konditioniert ist. Ist ein Problem
schlecht konditioniert, dann koénnte ein Algorithmus dennoch akzeptable
Ergebnisse liefern.

Definition 2.7: Numerisch stabiler (gutartiger) Algorithmus

Fin Algorithmus heifst numerisch stabil, wenn er unter dem FinflufS der
Rundungsfehler Niherungslosungen vy liefert, die fiir alle Daten x akzeptabel
sind.
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Bemerkungen

e Man kann die Definition 2.6 abschwéichen und nur fordern, dass ein ¢/
existiert mit ||g — /|| klein und 3y’ exakt zu den Daten Z.

e Das Hornerschema zur Polynomauswertung ist ein stabiler Algorith-
mus, genauso die vier arithmetischen Grundoperationen.

e Zwei stabile Algorithmen hintereinander ausgefiihrt ergeben keineswegs
immer wiederum einen stabilen Algorithmus.

e Um zu zeigen, dass ein Algorithmus instabil ist, geniigt ein einziges
Gegenbeispiel. Um zu zeigen, dass er stabil ist, mufl man neben den
Verfahrensfehlern auch die Rundungsfehler abschétzen.

e Bei gut konditionierten Problemen kann man eine Vorwértsanalyse der
Rundungsfehler noch durchfiihren. Bei schlecht konditionierten Proble-
men kommt dagegen nur die Riickwértsanalyse in Frage.

e Die Definition (2.7) der relativen Konditionszahlen hat den Nachteil,
dass sie nur fiir nicht verschwindende y;, z; sinnvoll ist. Haufig ist sie
auch recht unhandlich, weswegen man dann auf eine geeignete Norm
fiir die Matrix mit den Konditionszahlen ausweicht.

Wir beenden dieses Kapitel mit einer Diskussion der Fehlerquellen, die auf
dem Weg von der wissenschaftlich/technischen Aufgabenstellung bis zur
algorithmischen Realisierung einer numerischen Losung auftreten kénnen.

Grobe Klassifikation der Fehlerquellen:

e Modellfehler: Die exakte Losung des mathematischen Modells/Gleich-
ungen weicht vom Verhalten in der Realitdt ab. Grund sind h&ufig
Vereinfachungen /Idealisierungen, die im Modell gemacht wurden.

e Fehler in Eingabedaten: Die Eingabedaten sind héaufig nur ndherungs-
weise bekannt: etwa aus Messungen, welche mit Messfehlern behaftet
sind.
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o Verfahrensfehler/Approximationsfehler:  Oft werden numerische Ver-
fahren eingesetzt, deren exakte Losung (d.h. ohne Rundungsfehler) nur
eine Naherung der exakten Losung des Modells darstellen. Beispiels-
weise werden Integrale durch Rechtecksummen approximiert.

e Rundungsfehler: Die Losung eines numerischen Verfahrens kann auf
einem Rechner nicht exakt erhalten werden, da die Gleitpunktopera-
tionen mit Rundungsfehlern behaftet sind.

Wer — Anwender /Mathematiker /Informatiker — ist dafiir verantwortlich,
die jeweilige Fehlerquelle wenn nicht zu eliminieren, so doch zu verkleinern
bzw. zu beschrinken?

Anwender | Mathematiker | Informatiker
Modellfehler +-+ +
Mess- und Eingabefehler ++
Approximationsfehler ++
Rundungsfehler ++ +

Einige Faustregeln: Die Abschétzung fiir die Grofle der vorhandenen
Modell-, Mess- und Eingabefehler legt fest, ob ein Resultat akzeptabel ist,
d.h., definiert Az bzw. ¢, fiir die Riickwéartsanalyse. Rundungsfehler werden
in Abhéngigkeit der Kondition akzeptiert, falls die Abschétzung

[|p(z) — ()]l
[l ()]

gilt, wobei die Kondition im relativen Sinn benutzt wird und n die Anzahl

~ cond, - €9 - n

der Elementaroperationen bezeichne. Als Motivation dieser Formel setzen
wir im Sinne der Rickwértsanalyse ¢(z) = ¢(Z) mit Az = & — x an. Es
folgt, vergleiche (2.7),

le@) =@l 4 1A
[l ()] Tl

Wir tolerieren Abweichungen ””A;ﬁ” < g9-n, da bei jeder Elementaroperation

héufig der Fehler um die Maschinengenauigkeit ¢, anwachsen kann.
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Zum Abschlufl noch ein Literaturhinweis zur Rundungsfehleranalyse:

Christian Reinsch: Die Behandlung von Rundungsfehlern in der numeri-
schen Analysis. In: Jahrbuch Uberblicke Mathematik 1979, Bibliographi-
sches Institut, S.43-62.

Die Sétze, mit denen Christian Reinsch seine Ausfithrungen beschlieft, stan-
den auch der Zielrichtung dieses Kapitels Pate:

Die feinen Punkte einer Rundungsfehler-Analyse werden die mei-
sten Anwender numerischer Methoden gerne dem Experten iiber-
lassen. Um aber dessen Aussagen zu verstehen und seine Produkte
zuverlissig einzusetzen, ist das Vertrautsein mit einigen grund-
sdtzlichen Punkten unbedingt erforderlich.
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Kapitel 3

Lineare Gleichungssysteme

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der numerischen Losung von
linearen Gleichungssystemen. Die Kondition dieses Problems wird charak-
terisiert. Grundlegender Algorithmus ist die Gauflelimination, welche einer
Rundungsfehleranalyse unterzogen wird.

3.1 Motivation

Wir betrachten ein lineares Gleichungssystem (LGS)
A-x=b (3.1)

mit quadratischer Matrix A € R"™*" und rechter Seite b € R". Gesucht
ist die Losung x € R". Eine eindeutige Losung existiert genau dann, wenn
die Determinante det(A) # 0 erfiillt. Formal kann die Losung von (3.1) in
diesem Fall dargestellt werden als

x=A"1b
mit der inversen Matrix A~1 € R™".

Aus der Cramerschen Regel erhélt man

= det(ALb)
" det(A)

firo=1,...,n,
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wobei in der Matrix A, die i-te Spalte von A durch den Vektor b ausge-
tauscht wurde. Formal sind somit n + 1 Determinanten auszurechnen um
die Losung x zu bestimmen. Fiir die Determinanten liegt die Leibniz-Formel

VOr:
n

det(A) = Z sign(o) H i (i)
oES, i=1
Die Menge S, der Permutationen einer n-elementigen Menge besitzt die
Méachtigkeit |S,| = n!. Somit sind (n — 1)n! Multiplikationen zur Berech-
nung der Determinante notwendig. Die Anwendung der Cramersche Regel
erfordert also insgesamt (n + 1)(n — 1)n! Multiplikationen. Beispielsweise
folgt somit der Aufwand:

n  Anzahl Mult.
10 359 - 106
11 4790 - 10°
12 68497 - 10°

Der Rechenaufwand steigt exponentiell mit n an. Zudem stellt die Cramer-
sche Regel einen instabilen Algorithmus dar. Wiinschenswert ist ein stabiler
Algorithmus, dessen Rechenaufwand nur polynomial mit n anwéchst.

Aus der Linearen Algebra bekannte Zusammenhénge sind somit fiir die
numerische Realisierung auf dem Rechner vollig ungeeignet. Als Merkregel
beachte man auf dem Rechner:

Grundsatz 1: Die numerische Losung von A - x = b niemals mittels der
Cramerschen Regel!

Grundsatz 2: Niemals eine Matrix A explizit numerisch invertieren (d.h.
A~1 bestimmen), sondern stets ein LGS 16sen!

Grundsatz 3: Niemals det(A) verwenden!
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3.2 Elementarmatrizen

Wir geben eine Liste von Matrizen an, welche elementare Operationen be-
schreiben. In der numerischen linearen Algebra kénnen Algorithmen oft
durch sukzessive Operationen mit diesen Matrizen beschrieben werden. Je-
doch stellt diese Beschreibung nur ein theoretisches Hilfsmittel dar.

a) Skalierung;:
Wir betrachten eine quadratische Diagonal- oder Skalierungsmatrix
D = diag(dy, ds, . .. ,d,). (3.2)
Operation auf Vektoren: (Dx); =d;xz;, j=1,...,n.
Operation auf Matrizen:

(DA);; = d;a;j, i-te Zeile wird skaliert mit d;, i =1,...,n.

(AD);; = a;;d;, j-te Spalte wird skaliert mit d;, j =1,...,n.
Inverse: D! = diag(d;*,dy !, .. dY) (i #£0, j=1,...,n)
Ahnlichkeitstransf.: A+ DAD™Y a;; — (di/dj)aij, i,j=1,...,n
b) Transposition:

Transpositionsmatrizen P;; sind spezielle Permutationsmatrizen. Sie stim-
men mit der Einheitsmatrix I bis auf die vier Eintréage (4,14), (4, 7), (7,4), (4, J)
iberein, wobei 7,7 € {1,...,n} eine spezielle Wahl bezeichnet.
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\ Y

Operation auf Vektoren: Pz vertauscht Komponenten ¢ und j.
Operation auf Matrizen:

P;; A vertauscht Zeilen ¢ und j.

AP;; vertauscht Spalten ¢ und j.
Inverse: Pgl = P;; (Involution)

Ahnlichkeitstransf.: A — P;;AP;; vertauscht Zeilen und Spalten.

Qi Ajj Ajj  Aji
J — gi %
Aji - @jj @ij Qi

Insbesondere: "kreuzweise’

Da P;; symmetrisch ist (P;; = PJ), ist P;; orthogonal wegen PJl = P;;.

c) Permutation:

Sei o : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} eine bijektive Abbildung, d.h. o be-
schreibt eine Permutation der n-elementigen Menge. Die korrespondierende
Permutationsmatrixz ergibt sich aus einer Permutation der Zeilen der Ein-
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heitsmatrix

Operation auf Vektoren: P,x permutiert Komponenten von x.
Operation auf Matrizen:

P, A permutiert Zeilen von A.

AP, permutiert Spalten von A.
Inverse: Pl=P =P

Jede Permutationsmatrix kann als Produkt von bestimmten Transpositi-
onsmatrizen dargestellt werden, d.h.

L
Py = H Piwy.,io)- (3.5)
-1

Umgekehrt stellt ein beliebiges Produkt von Transpositionsmatrizen eine
Permutationsmatrix dar.

d) Zeilen/Spalten-Operatoren:

Die elementare Operation, ein Vielfaches einer Zeile/Spalte zu einer anderen
Zeile/Spalte hinzuzuaddieren, wird beschrieben durch die Matrix

1
1

mit ¢ # 5. N;;(a) ist identisch mit der Einheitsmatrix aufler der Komponente
(,7), die das Element « enthiilt.

Operation auf Vektoren:
Nij(a)x : zj = x;+a-x; a-mal Komp. j addiert zu Komp. 4
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Operation auf Matrizen:
Nii(a)A:  a-mal Zeile j addiert zu Zeile ¢
AN;j(o):  a-mal Spalte ¢ addiert zu Spalte j
Inverse: Nii(a)™! = Nj;j(—a)
Ahnlichkeitstransformationen sind hier nicht von Interesse.

Produkte der Matrizen N;;(«) sind von Bedeutung, da sie bei der Gau$-
Elimination auftreten.
( 1 a1 \

i=1,i#]

\ a, 1)
Das Ergebnis ist unabhéngig von der Reihenfolge der Faktoren im Produkt.
Desweiteren folgt (unter Beachtung der Reihenfolge)

H Nil(Oéz'l) H Ni2(042'2) e H Ni,n—l(oéi,n—l)

1>1 1>2 1>n—1
1
(3.8)
. Q21
Q1 Qpn—1 1

Somit kann man eine Dreiecksmatrix erzeugen.
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3.3 Gauf3-Elimination und Pivotsuche

Spezialfdlle von linearen Gleichungssystemen (3.1) liegen bei Dreiecksma-
trizen vor:

A = (a;5) = (aij = 0 for j > i) A= (aij = 0 for i > j)

Vorausgesetzt ist jeweils a;; # 0 fiir alle 7. Hier kann die Losung = sukzessive
bestimmt werden durch Vorwartssubstitution bei linken unteren Dreiecks-
matrizen und Riickwartssubstitution bei rechten oberen Dreiecksmatrizen.

Algorithmus 3.1: Vorwirtssubstitution

fortc=1:n

i—1
€T; ‘= (bl — E Cbij xj)/a“-;
J=1

end

Algorithmus 3.2: Riickwartssubstitution

fortc=n:—-1:1

T = (bi — g ;j Ij)/aiz‘;
j=i+1
end

Die Bezeichnungen erkléren sich daraus, dass die Vorwértssubstitution die
Sequenz x1, xo, ..., T, sukzessive erzeugt, wihrend die Riickwértssubstitu-
tion die Reihenfolge x,,, x,_1,...,x1 liefert.
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Liegt eine Zerlegung A = L - R in linke untere und rechte obere Dreiecks-
matrix vor, dann kann die Losung von A - x = b erhalten werden {iiber
(L-R)x =0b, L(Rx) = b, y := Rz mittels:

1. Lose Ly = b mit Vorwértssubstitution,

2. Lose Rxr = y mit Riickwértssubstitution.

Die GauB-Elimination liefert eine Zerlegung der gesuchten Form.

Algorithmus 3.3: GauB-Elimination (ohne Pivotsuche)

forj=1:n—-1
fortr=7+1:n
fork=j7+1:n
aik = aik — (aij/aj;) ag; (%)
end
bi := b; — (aij/aj;) bj;
end
end

fortc=n:-1:1

T = (bi — E Qjj xj)/@ii;
j=i+1
end

Die in der Gauf-Elimination entstehenden Diagonalelemente a;; werden
Pivots genannt. Der obige Algorithmus ist durchfiihrbar sofern alle Pivots
ungleich null sind.

Die markierte Zeile () in Algorithmus 3.3 definiert den Eliminationsschritt.

Dieser ist dquivalent zu

mit l;; := a;;/a;; und der Elementarmatrix N;; (siehe Abschnitt 3.2) — die
Summe von (—[;;) x j-te Zeile und i-te Zeile.
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Man beachte, dass im j-ten Schritt die fithrenden Elemente in jeder Zeile
@i, .-, -1 (i = j, ...,n) bereits zu null umgeformt wurden durch die
vorhergehenden Eliminationsschritte. Diese haben somit keine Einfluss auf
das Produkt N;;(—l;;) - A.

Der gesamte Algorithmus kann beschrieben werden durch ein Produkt von
Elementarmatrizen: Fiir die resultierende obere Dreiecksmatrix R erhalten

WIr
R = Nn,n—l(_ln,n—l) Lt Ngl(—lzl) CA.

Im Detail:
* * PPN *
- Olx -+ %
Al = Nn (—lnl)Ngl(—lgl)A: :
0| *
* x| % *
0 *|% *

AQZZNn (—ZHQ)’...’NE;Q(_Z:;Q)‘Zl: 0 O|% --- %

USW.
Wegen Ny;(a)™! = Njj(—a) folgt
A= N21(l21) I Nn,n—l(ln,n—l) : R7
und wir erhalten eine untere Dreiecksmatrix L = ({;;):
Noy(lo1) .. .- Npn—1(lpn—1) = <H Nil(lil)) ( H Ni,nl(li,n1)> =L

i>1 1>n—1

Desweiteren sind alle Diagonalelemente in L gleich 1, d.h. [;; = 1 fiir alle 1.
Eine Dreiecksmatrix mit dieser Eigenschaft nennen wir normiert.

Die obigen Uberlegungen zeigen den folgenden Satz.
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Satz 3.1: (LR-Zerlegung)

Die GauB-Elimination (Algorithmus 3.3) liefert eine eindeutige Zerlegung
A = L - R mit normierter unterer Dreiecksmatrix L und oberer Dreiecksma-
trix R genau dann, wenn alle Pivotelemente ungleich null sind.

Es verbleibt nur die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen. Die Abfolge der
Rechenoperationen im Algorithmus ist dagegen nicht eindeutig.

Die Eindeutigkeit folgt aus
A=LR =LyRy, = Ly,'Li=RyR"

Die Inversen von unteren/oberen Dreiecksmatrizen sind wieder vom gleichen Typ. Das
Produkt aus zwei unteren/oberen Dreiecksmatrizen ist wieder eine untere/obere Dreiecks-
matrix. Zudem ist das Produkt aus zwei normierten unteren Dreiecksmatrizen wieder eine
normierte Matrix. Somit ist L, 'L eine normierte untere und RyR; " eine obere Dreiecks-
matrix. Beide miissen daher eine Diagonalmatrix mit nur Einsen sein. Es folgt

Ly'Li=RyRi'=1 = L;=1Ly R =R,

Der Algorithmus der LR-Zerlegung geht direkt aus dem Algorithmus 3.3
der GauB-Elimination hervor. Die Matrizen L und R werden dabei explizit
bestimmt.

Algorithmus 3.4: LR-Zerlegung (ohne Pivotsuche)

forj=1:n
Lij = 1;
fork=7:n
Tjk = Qjk ;
end

fori=754+1:n
Lij = aij/7jj;
fork=j54+1:n
Qi = Qi — lijTjn
end
end
end
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Pivotsuche

Bisher wurde davon ausgegangen, dass die bei der Gauf}-Elimination entste-
henden Pivotelemente stets ungleich null sind. Dies ist selbst bei reguléren
Matrizen nicht immer der Fall.

-(23)

kann der Gauf3-Algorithmus nicht direkt angewendet werden. Eine Zeilenvertauschung 16st
jedoch sofort das Problem.

Beispiel: Bei der Matrix

Desweiteren treten Komplikationen bei kleinen Pivotelementen auf, da Rundungsfehler
dann erheblich verstarkt werden.

Beispiel: Gegeben sei das LGS

(1 )(2)-(%)

in 2-stelliger Arithmetik. Die exakte Losung ist

5000 4950
= ——=20.503... =——=0497....
T 9950 0.503..., T 9950 0.497

Der iibliche GauB-Algorithmus, wobei der erste Pivot a;; = 0.005 ist, ergibt

0.005 1 ) 0.5 . o
( 0 —200)(j2>_(_99) =71 =0, Z=20.50.

Vertauschung der ersten mit der zweiten Zeile liefert dann ay; = 1 als Pivot. Es folgt

11 n\ (1 L L
(FIY(2)=( L) =mmom n-0w

Das letzte Beispiel zeigt, dass ein Element mit dem betragsméflig hochsten Wert ein guter
Kandidat fiir den Pivot ist. Je grofler der Pivot, desto kleiner sind die Eintrdge in L.
Dadurch erreichen wir, dass die Elemente in der Matrix nicht stark anwachsen.

Unter Pivoting/ Pivotisierung verstehen wir einen Zeilen- und/oder Spalten-
tausch in der (Rest-)Matrix mit dem Ziel ein betragsméiflig relativ grofles
Pivotelement zu erhalten. Wir unterscheiden zwei Formen von Pivotisie-
rung:
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e Partielles Pivoting oder auch Spaltenpivotsuche wahlt das vom Be-
trag her grofite Element in der aktuellen Spalte unterhalb des ur-
spriinglichen Pivots aj;. Falls dies das Element a;; (i > j) ist, dann
ist die Zeile ¢ mit der Zeile j zu vertauschen.

e Totales Pivoting oder auch vollstindige Pivotsuche wahlt das betrags-
méBig grofite Element in der gesamten Restmatrix. Ist dies das Element
a;x (i,k > j), dann sind die Zeilen i und j sowie die Spalten j und k zu
vertauschen. Der Aufwand zur Suche des gréfiten Eintrags macht sich
jedoch bemerkbar, wodurch dieses Verfahren nur selten angewendet
wird.

Der folgende Satz beschreibt die L R-Zerlegung einer beliebigen regulédren
Matrix.

Satz 3.2: Fiir jede reguliare Matrix A existiert eine Zerlegung
P-A=L-R

mit normierter unterer Dreiecksmatrix L, oberer Dreiecksmatrix R und Per-
mutationsmatrix P. Dabei kann P derart gewéhlt werden, dass alle Eintréage
in L vom Betrag kleiner oder gleich 1 sind, d.h. |/;;| < 1.

Beweis:

Die Elimination von allen Elementen in der j-ten Spalte unterhalb des Pivots wird be-
schrieben durch Multiplikation mit der Matrix

Kj = H Nz](_lw) = I + qj . €jT Wlth Qj = (0, o ey 0, _lj—l-l,j; ceey —ln’j)—r.
i>j
Da diese Matrizenprodukte kommutieren, folgt
Kt = 1] Vi),
>

welches genau die j-te Spalte der Matrix L ergibt. Ohne Pivotisierung ist die L R-Zerlegung
gegeben durch

R=K,,-...-Ki-A, dh. L-R=K;'-...-K,;',-R=A.

Vertauschung der Zeile ¢ mit Zeile j kann beschrieben werden durch Multiplikation mit der
Transpositionsmatrix F;;. Im ersten Schritt wéhlt die Spaltenpivotisierung ein Element ay, 1
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mit |ag, 1| > |a; 1| fur alle i. Es folgt ag, 1 # 0, da eine Spalte mit nur Nullen eine singulére
Matrix implizieren wiirde. Die Zeilenvertauschung und die nachfolgende Elimination kann
geschrieben werden als

akl,l‘* ... %k

0

AWKI'PI,IQ'A: : A/
0

mit der Transpositionsmatrix P;, und einer Matrix K; mit der gleichen Struktur wie
oben. Die Wahl des Pivots garantiert |l;1] = |aji1/ar, 1| < 1 fir j = 2,...,n. Wegen
det(A) = ag, 1 - det(A’) ist die verbleibende Matrix A’ regulér.

Dementsprechend liefern die folgenden Eliminationsschritte
Kn—l : Pn—l,kn,l . Kn—2 . Pn—2,kn,2 et Kl . Pl,kl A=R

mit oberer Dreiecksmatrix R. Das Produkt aus Transpositions- und Eliminationsmatrizen
kann modifiziert werden. Mit der Abkiirzung P, := P, gilt fiir j < i (beachte P? = 1)

PK;P,=1+ge;" mit § = Pg,

welches eine untere Dreiecksmatrix mit der gleichen Form wie K ergibt. Wegen P'=Ph
konnen wir erweitern

Kn—l : (Pn—l : Kn—? : Pn—l)/' (Pn—l : Pn—2 : Kn—S : Pn—2 ) P’n,—l)

N

iR
(Pt Py Ky Pyl Pyy)

:an?:
Pnflpl)A:R

::f{l =P

(—~

J/

Mit der Definition [E} =P, P K;Py1---P,_yund P:= P,_;--- P, erhalten wir

Ky Kyo-...-Ki-P-A=R.

Die Matrizen f(z besitzen die gleiche Form wie die Matrizen K; (nur die Elemente in der
i-ten Spalte unterhalb des Pivot werden verdndert). Dadurch représentiert

L::Kll'...'K;E2'KT:E1

eine normierte untere Dreiecksmatrix. Die Matrix P ist als Produkt von Transpositions-

matrizen eine Permutationsmatrix, welche die Zeilenvertauschungen beschreibt. 0

Mit der Zerlegung PA = LR l6sen sich ein LGS iiber
Ar=b — PAxr=Pb — LRx=Pb
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mit Vorwarts- und Riickwartssubstitution sowie einer Permutation der rech-
ten Seite.

Bei totaler Pivotisierung (Zeilen- und Spaltenvertauschungen) erhalten wir
eine Zerlegung der Form

P-A-Q=L-R

mit normierter unterer Dreiecksmatrix L, oberer Dreiecksmatrix R und Per-
mutationsmatrizen P, (). Ein LGS 16st sich iiber

Az =b — PAQ(Q'z)=Pb — LR(Q'x)=Pb — LRz=Pb

mit z := Q'x. Aus der Losung z erhalten wir durch Permutation dann
r=Qz.
Komplexitit

Wir bestimmen noch den Rechenaufwand der Algorithmen. Als eine Ope-
ration definieren wir a - b + c. Die relativ wenigen Divisionen werden nicht
gezahlt. Vertauschungen von Zeilen und Spalten stellen keinen Rechenauf-
wand dar. (Lediglich die Suche beim totalen Pivoting kann zeitintensiv wer-
den.)

Fiir die Gau3-Elimination ergibt sich der Aufwand an Operationen

n

Z(kz— 1)k = Zk2 — k=320 + 3n* + n) — 5(n* + n) = 3n’.
k=2 k=1

Bei einer Vorwarts- oder Riickwartssubstitution erhalten wir die Anzahl

2 _n)=1In2

(n 2

DO

Zk—lzé(ﬁ—l—n)—n:
k=1

Somit stellt die Gauf-Elimination bzw. die LR-Zerlegung den Hauptan-
teil des Rechenaufwands dar. Jedoch steigen die Rechenkosten nur poly-
nomial mit n im Gegensatz zur Cramerschen Regel (siehe Abschnitt 3.1).
Vorwéarts- und Riickwértssubstitution sind nur so teuer wie eine Matrix-
Vektor-Multiplikation.
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3.4 Normen fiir Vektoren und Matrizen

Normen sind in der Numerik wichtig, um Groflenvergleiche und Abschétz-
ungen wie 'x ist nahe an y’ oder 'Ax vernachlédssigbar klein gegeniiber x’
sauber und zugleich pauschal iiber alle Komponenten zu formulieren.

Definition: (Vektor-)Norm

Eine Abbildung || - || : R" = R (bzw. C" — R) heifit Norm, wenn sie die
drei Eigenschaften erfiillt:

(i) definit: r#0 = |z| >0
(ii) homogen: || Az|| = |A| - ||z| fiir alle A € R bzw. C
(iii) subadditiv: ||z +y| < ||z|| + ||y|| (Dreiecksungleichung)

Als Vektornormen sind gebrauchlich:

n

Summennorm: |z||1 ==

Euklidische Norm: |[|z|s :=

Maximum-Norm: | ||l0o == max |z
1= n

—1,...

Die Euklidische Norm ist von besonderer Bedeutung. Sie wird durch das
Euklidische Skalarprodukt

n n
<£L’, y> = szyz - xTy bzw. <;U, y> = Z TiYi = ;UHy
1=1

i=1
induziert. Der Nachweis der Normaxiome ist in allen drei Féllen trivial bis
auf die Dreiecksungleichung bei der || - ||o. Hier benétigt man als Hilfsmittel
die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung 2Tyl < |lzll2 - ||yll.  (3.10)
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Aus der Dreiecksungleichung folgt

lzll =Nz £ y) Fyll < llz =yl + llyll

und somit die niitzliche Abschitzung
[zl = {lyll < llz £ yll.

Insbesondere ergibt sich daraus

[zl = llyll] < flz = yll.

Mit Normen kann man den Abstand zweier Punkte des Vektorraums de-
finieren und damit eine Metrik einfithren bzw. den Raum topologisieren
bzw. Umgebungen definieren. Man bezeichnet in diesem Zusammenhang
die Menge

{r € R" bzw. C" : ||z||, < 1}

als p-Normkugel. Die Normkugel muss nicht besonders 'rund’ sein!

Abbildung 9: Skizze der Normkugel fiir n =3 und || - ||«

In endlichdimensionalen Vektorrdumen sind alle Normen aquivalent, d.h. zu
jeder Norm || - || existieren zwei positive Konstanten «,, 3,, so dass

|l < ||z]] < Brllz]|s  fir alle x € R"™ bzw. C" .
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Wie kann man den Normbegriff fiir Vektoren auf lineare Abbildungen bzw.
Matrizen iibertragen? Zweckméfig ist das Konzept der Matriznorm und
Operatornorm.

Definition: Matrixznorm

Eine Abbildung || - || : R™" — R (bzw. C"™*" — C) heiit Matriznorm,
falls die folgenden vier Eigenschaften erfiillt sind:

(i) definit: A#0=|A]| >0

)
(ii) homogen:  ||AA]| = |A| - ||A]] fiir alle A € R bzw. C
(iii) subadditiv: ||A+ B|| < ||A]| + [|B|| (Dreiecksungleichung)
)

(iv) submultiplikativ: [|AB| < ||A|| - ||B]| (falls m = n)

Eine Matrixnorm heifit konsistent beziiglich der Vektornormen || - ||a, || - ||
auf R” bzw. R™ falls gilt

|Az||y < ||A] - [|z]|, fiir alle A € R™", =€ R".
Ein Beispiel fiir eine Matrixnorm ist die Schur-Norm

[Alls = | D > layl

i=1 j=1

Diese Matrixnorm ist konsistent zur Euklischen (Vektor-)Norm.

Sei nun ® : V. — W eine lineare Abbildung (Operator) zwischen zwei
normierten Vektorrdumen.

Definition: Operatornorm

Die Operatornorm einer linearen Abbildung ® : V — W zwischen normaier-
ten Vektorraumen (V|| - ||v) und (W, | - ||w) ist gegeben durch

H(I)H = sup H(I)(x)HW
w0 zllv

Y
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sofern das Supremum existiert.

Wir betrachten hier ausschliellich die endlichdimensionalen Vektorrdume
V =R" und W = R"™. Es seien Normen || - ||v, | - ||w gegeben. Eine lineare
Abbildung ® : R™ — R™ wird eineindeutig durch eine Matrix A € R™*"
beschrieben, d.h. ®(z) = Ax.

In diesem Fall ist die Operatornorm gegeben durch

A
lub(A) := max [ Al
A0 ||y

(lub: least upper bound).

Es gelten die folgenden Eigenschaften:

e Die Vektornormen || - ||y, || - [ definieren lub auf eindeutige Weise.
e Die Abbildung lub : R™*" — R ist eine Matrixnorm.

e Die Matrixnorm lub ist konsistent beziiglich der gegebenen Vektornor-
men || - ||y, - ||w, denn fiir = # 0 gilt

e = DA
ER

lz]lv < Tub(A)[ ]|y

Zudem ist lub die kleinste Matrixnorm mit dieser Eigenschaft.

e Alternativ hat man

lub(A) = max ||Az|w.

]y =1

Es gilt namlich WHAI‘HW = ”AWHW und HWHV = 1.

Das Maximum existiert somit (das Supremum wird zum Maximum).

e Fiir die Einheitsmatrix I € R"*" folgt lub(l) =1 falls || - ||y = || - ||w-

Typische Matrixnormen, die als Operatornormen von Vektornormen indu-
ziert werden, sind
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m
Spaltenbetragssumme: ||Al|; = max Z |aj|, induziert durch || - ||
j=1,...n
-1

n
Zeilenbetragssumme: ||Al|,, = max Z |a;;|, induziert durch || - ||o
i=1,....m
=1

Spektralnorm: |All2 = A/ Amax(AT A), induziert durch || - ||

Die Spektralnorm ist die Wurzel aus dem maximalen Eigenwert der positiv
semi-definiten symmetrischen Matrix AT A. Zur Berechnung der Spektral-
norm muss man ein Eigenwertproblem l6sen, was in der Praxis zu teuer
ist. Die Auswertung von Zeilen- oder Spaltensummen ist dagegen einfach
durchfiihrbar. Bei bestimmten Matrizen ist die Spektralnorm aber von vorn-
herein bekannt. Fiir z.B. A orthogonal hat man ||Alls = 1 wegen ATA = I.

Definition: Konditionszahl

Die Konditionszahl einer requldren Matriz A € R"™™" lautet

max || Az||
Ii(A) — l|z]=1
" min [|Az||
[l ]]=1
beziiglich einer vorgegebenen Vektornorm || - || auf R™.

Die Konditionszahl gibt an, wieweit die Normkugel unter der Abbildung A
verzerrt wird. Es gilt stets k(A) > 1 (Maximum gréfergleich Minimum). Im
Idealfall ist K(A) = 1 (z.B. bei Einheitsmatrix), was auch von den ortho-
gonalen /unitdren Matrizen erfiillt wird bei Verwendung der Euklidischen
Norm.

Es gilt k(A) = oo fiir singuldres A, da dann Az = 0 fiir ein x # 0. Falls
aber A™1 existiert, kann x(A) umgeformt werden, denn

1 1 -1
_ [E A7 _ ey,

—Y o — IMmaX 77—/ = 1Imnax =1m
min A~ 3 A~ S ] ~ VA T
Tll=
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Die Konditionszahl einer quadratischen invertierbaren Matrix ist folglich
durch die pragnante Formel

k(A) = Al [IA7Y) (3.11)

gegeben, wobei || - || die Matrixnorm lub bezeichnet. Desweiteren folgt die

Aussage k(A1) = k(A) wegen (A7) = A.

3.5 Kondition und Rundungsfehler

Ist die Losung eines LGS ein gut konditioniertes Problem? Und wie wirken
sich Rundungsfehler auf die Gau-Elimination bzw. Dreieckszerlegung aus?
Diesen Fragen wollen wir nun nachgehen.

Zunichst zur Kondition: Wir vergleichen z in Az = b mit dem gestoérten
Problem (A+AA)(z+ Az) = b+ Ab. Dabei sind die Abweichungen AA, Ab
vorgegeben und eine Abschétzung fiir das resultierende Ax ist gesucht.

Annahmen: A ist reguldr und die Storung A A klein genug, so dass A+ AA
immer noch nicht singulér ist. Das ist der Fall laut folgendem Lemma.

Lemma 3.1: Ist A € R"*" eine reguldre Matrix und AA € R™*" mit

|AA] <

A=

in einer beliebigen Matrixnorm, die konsistent zu einer Vektornorm ist, dann
ist die Matrix A + A A ebenfalls regulér.

Beweis: Aus (A + AA)x =0 folgt z = —A"'AAz und weiter
lzll < TATH - IAAL - flzll = @ = [JAT - [AA]D - ll=] < 0.

Mit ||AA| < 1/]|A7Y| schlieBt man nun auf 1 — [|A7Y| - [|AA]| > 0 und somit ||z = 0, d.h.
x = 0. Also ist A+ AA regular. O

Mit dem Ansatz (A + AA)(z + Az) = b+ Ab ergibt sich
Ax =AY (Ab—AA -z — AA- Ax)
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und in der beliebigen Vektornorm und induzierter Matrixnorm (lub)
1Az < [ATH] - (A0]] + [IAA] - [lz]] + [AA] - | Az]])
oder dquivalent
(1= AT - [AA]D - Az]| < [JATH] - (JAb] + JAA] - [J=]])
Somit folgt fiir den absoluten Fehler

1A~
L—[[AZH] - |AA]

|Az]] < (A + [[AA] - fz[]) -

Fiir den relativen Fehler erhalten wir fiir x # 0

| Az IA] - [[A7] |Ab]| |AA]
< - - + |
lzll = T =LA [JAAL AL ([« | Al

Mit |[bf| = [[Az[] < [[A]| - [l]| folgt fiir b 7 0

|Az] 1AL A7) 1Ab] | [[A4]
< — : + :
el = 1= [[AZH[ - [lAAL X foll (Al

Man kann obigen Ausdruck mithilfe der Konditionszahl x(A4) = || A||-||A7!|]

noch weiter umformen. Sei ||AA| < e4l|Al| und ||Ab|| < /|b]|. Dann gilt
Aall _ w(4)
[zl = 1 —ean(A)

- (ea +ep) (3.12)

sofern e4k(A) < 1. Fiir 4 & €, & ¢ erhalten wir als grobe Schitzung

| Azl

]

~ Kk(A)- e, (3.13)

wobei der Nenner in (3.12) stark vereinfacht wurde.

Die Konditionszahl x(A) > 1 gibt laut (3.12) den Verstérkungsfaktor an,
mit dem sich Anderungen in den Daten auf die Anderung der Losung aus-
wirken. Beachte: Wie immer beim Begriff der Kondition, geht es hier nicht
um Rundungsfehler, sondern um eine prinzipielle Eigenschaft des Problems!
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Der Anwender muss die Datenunsicherheit und die Konditionszahl abschét-
zen und dann entscheiden, ob k- ¢ < 1 gewahrleistet ist. Nur dann macht
es Sinn, x zu berechnen.

Wir nehmen nun an, dass die Eingangsdaten in A und b exakt vorliegen. Sei
T = v+ Ax die aus dem GauB-Algorithmus mit Rundungsfehlern behaftete
Naherung. Im Sinne der Riickwértsanalyse interpretieren wir = als exakte
Losung des LGS (A + AA)z = b+ Ab. Dabei nehmen wir e4 ~ ¢, = ¢y
mit der Maschinengenauigkeit gy ~ 10~ an. Gilt x(A4) ~ 10’, dann folgt
aus (3.13) ein relativer Fehler von 10'~¢. Wir verlieren somit die hinteren
t Dezimalstellen in der Genauigkeit.

Ist eine LR-Zerlegung A = LR oder PA = LR bereits berechnet, dann
erhalten wir mit den Pivotelementen in R eine (sehr) grobe Schitzung der
GroBenordnung der Kondition von A in der Euklidischen Norm:
max |7,
j=1,...n
Ro(A) m ———.
nin 73]

Beispiel: Hilbert-Matrizen

Die Hilbert-Matrizen sind fiir beliebiges n € N definiert durch

11 1
(1355 )
11 11
2 3 4 5
nxn _ 1 _ 1 1 11
H, e R"™", Hy=\7=7) =13 15 6
J i,j=1,...n
11 11
1586 7

\i P

Fir ein LGS H,x = b wihlen wir die rechte Seite

beR", b= (Z i+;1> )
j=1

1=1

yeeesT
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Tabelle 2: Ergebnisse zu LGSen mit Hilbert-Matrizen.

n Ko(H,) %M €0 - k2(Hp) Hjﬁ;ﬂb

1 1 1 2-10°% 0

2 2101 1-10 41071 6-10710
3 5.102 2102 1-1071%  8.1071
4 2.10*  3.10° 3-1072 1-1071
5 5-10°  9-10% 1-10710 3-10712
6 1-10"  2-10° 3-107° 31071
7 5.108  3-107 1-1077 1-107°
8  2-101 9.108 3.1000%  3-1077
9 5-101  2.101 1-107% 1-107°
10 2. 1013 4 - 1011 4 . 10*3 2. 10*4
11 5. 1014 8. 1012 1. 10*1 4 - ]_073
12 9.1016 92.7104 4.10° 8-1072
13 2-101 1.10 4102 1-10
14 4-10'7 2.10% 110 2-10°
15  7-10'7 3-10% 2102 3-10°

wodurch die exakte Losung = (1,1,...,1,1)7 ist. Der Gauf-Algorithmus
liefert eine Ndherung  in MATLAB, die bei Rechnung mit Maschinenge-
nauigkeit €y = 2.2-1071% erhalten wird. Tabelle 2 zeigt die Konditionen der
ersten 15 Hilbert-Matrizen und die erzielte Genauigkeit in den LGSen. Mit
steigendem n erhoht sich die Kondition erheblich. Wir erkennen, dass die
Schitzwerte die tatséchlichen Verhéltnisse grob widerspiegeln.

Residuum

Zu einer Naherung & der Losung x definiert man das Residuum bzw. den
Rest r := b — Az. Was kann man iiber die Qualitdt von T aussagen, wenn
man r kennt?

Der Schluss  “kleines Residuum r = kleine Differenz || — z||” ist falsch!
Es gilt dagegen
r—F=A1—ATAT =AY b— Az) = A7y,
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Richtig ist daher die Abschitzung

. Ir]
o= 2 < w(A)l5r (3.14)

Die Matrix A kann man sich in (3.14) normiert vorstellen, d.h. ||A|| = 1.
Dann sagt der Faktor x(A) aus, inwiefern man vom Residuum r auf die
Losungsgiite riickschlieBen kann. Fiir grofle Konditionszahlen x(A) kann
|x — || beliebig falsch sein und trotzdem ||7|| klein!

Ist das Residuum deshalb gar nichts wert? Doch, denn aus r = b— AZ erhalt
man

Ar=b—r,

d.h. T ist exakte Losung zur rechten Seite b — r. Wenn das Residuum nun
in der Groflenordnung der Unsicherheit Ab der rechten Seite ist, kann man
T als akzeptabel betrachten, vergl. Def. 2.6.

Es gibt noch einen weiteren Grund, warum das Residuum von Bedeu-
tung ist, ndmlich im Verfahren der Nachiteration, bei dem man die N&-
herungslésung & noch verbessern kann, siehe unten.

Rundungsfehlereinfluss

Wiéhrend die Aussagen zur Kondition eines linearen Gleichungssystems un-
abhingig von der tatséchlichen Realisierung auf dem Rechner sind, wollen
wir nun noch kurz den Einfluss der Rundungsfehler studieren.

O.B.d.A. sei A = LR die exakte Zerlegung (ohne Pivotsuche), denn man
kann die Matrix A a priori so permutieren, dass keine spéiteren Vertau-
schungen notwendig sind. Unter dem Einfluss der Rundungsfehler erhalt
man stattdessen die Zerlegung in Faktoren L und R. Fiir ein Element von
L gilt die Berechnungsvorschrift

e = (- (@ — liarak) — liorar) — -+ — lip—aTh—1) /Thi »

61



die unter der starken Hypothese (2.3) iibergeht in

L, = [( " ((aa — l~z‘1f1k(1 + )1 +0y) —---
~lig1Te—1,6 (L + 1)) (1 + 03—1) /Tar] - (1 +0)

mit |1, |oi], |0] < eo. Die Grofen I, 7, sind in den vorherigen Schritten
ebenfalls unter dem Einfluss der Rundungsfehler berechnet worden.

Mit einer auf Sautter (1971) zuriickgehenden Riickwértsanalyse kann man
nun zeigen, dass die numerische Losung = exakt ist zu den Daten bzw. der
Koeffizientenmatrix A und der rechten Seite b,

A-2=0».

Fiir die gednderte Koeffizientenmatrix A gilt dabei die Abschéitzung

A— Al <|L|-|R|- (3¢ +¢%), e:= 1?2@. (3.15)

Der Betrag |A| ist hier komponentenweise zu verstehen (|A| = (|a;;|)1<ij<n)-

Die Schranke (3.15) reicht nicht aus, um die Gauflelimination als per se nu-
merisch stabilen Prozess zu bezeichnen. Dafiir brauchte man die Eigenschaft
|L| - |R| = |A|. Es gibt aber Zerlegungen mit

LI |RI > |L- Rl =|L-R| =4,
und dann liefert (3.15) eine eventuell groBe Abweichung |A — A.

Das Ziel der Pivotsuche muss es also sein, eine Zerlegung zu bestimmen,
bei der das Produkt |L| - |R| moglichst klein wird. Die Spaltenpivotsuche
garantiert |[;;| < 1 nach Satz 3.2, fiir die Koeflizienten r;; existiert aber nur
die Schranke

_1 . PR
;] < 2" ag mit d = ez, 251

die meist viel zu pessimistisch ist (es gibt jedoch Matrizen, fiir die die
Abschétzung scharf ist — Beispiel?).
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Fiir spezielle Matrizen fallt die Abschétzung giinstiger aus. Beispielsweise

ergibt sich bei
Tridiagonalmatrizen: |r;;| < 2ay,

Hessenbergmatrizen: |r;;| < nay.

Bei totaler Pivotsuche sind die Schranken bei vollbesetzten Matrizen etwas
besser, aber bis heute hat man keine Pivotstrategie gefunden, die |L| - |R]
minimiert.

Die GauB-Elimination mit eventueller Pivotsuche ist daher (streng genom-
men) ein instabiler Algorithmus. Die Félle von LGSen mit ungiinstigem
Verhalten sind jedoch eher selten in der Praxis. Fiir Tridiagonalmatrizen
und Hessenbergmatrizen ist der Gau-Algorithmus stabil.

Nachiteration

Bei der Losung eines LGS erhélt man eine Ndherung & der exakten Losung
r = A71b, da die Zerlegung A = LR bzw. PA = LR mit Rundungsfehlern
behaftet ist. Fiir die Differenz x — & =: Ax gilt bei exakter Rechnung

AAx = Ax — Az =b— Ax =r

mit dem Residuum r. Diesen Zusammenhang macht man sich bei der Nach-
iteration zunutze. Mit ihr kann die Naherung & verbessert werden:

Algorithmus 3.5: Nachiteration

Schritt 1:  r:=b— Az; Residuum in doppelter Genauigkeit

Schritt 2:  Lose AAx =r nach Aux;

Schritt 3: 7 := + Ax;

Der Verbesserungsschritt kann mehrfach wiederholt (iteriert) werden, und
solange Axr mindestens eine korrekte Stelle hat, ist  + Ax besser als 7.

Schritt 1 in normaler Genauigkeit ergibt keine verwertbare Information auf-
grund der Rundungsfehler, weil Ausloschung entsteht (A% ~ b). Die doppelt
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genaue Ausfithrung dagegen liefert ein sehr prézises r, das erst am Schluss
zur normalen Stellenzahl gerundet wird.

Fiir den Schritt 2 ist die Zerlegung A = L - R schon vorhanden, so dass nur
Vorwarts-Riickwértssubstitutionen anfallen. Ax weist einen relativen Fehler
von ck(A)ep mit bestimmter Konstante ¢ auf (vergl. (3.12)) und nimmt pro
[teration um diesen Faktor ab.

Als Motivation gehen wir davon aus, dass mit der rundungsfehlerbehafteten
LR-Zerlegung Gleichungssysteme fiir beliebige rechte Seite mit einem rela-
tiven Fehler von 0.1 gelost werden (d.h. nur erste Dezimalstelle korrekt).
Die Gauf3-Elimination liefet also (ohne Nachiteration)

r =1+ Ax,

Sei z die Niherung aus der Nachiteration, d.h. 7 = 7 + Az mit der run-
dungsfehlerbehafteten Losung Az aus dem 2. Schritt der Nachiteration. Da
Ax die Losung eines linearen Gleichungssystems zur urspriinglichen LR-
Zerlegung war, folgt

|A(Az)]|

Az = Az + A(Ax), Az

~ 0.1.

Somit ergibt sich der Fehler

lz= =2l _ IA(A2)] _ [A(A)]  [|Az]
] ] [Az] ]

~0.1-0.1=0.01,

d.h. wir haben eine Dezimalstelle in der Genauigkeit gewonnen. Dieser An-
satz kann iterativ fortgefithrt werden, bis kein Genauigkeitsgewinn mehr
aufgrund der Kondition des Problems entsteht.

Die Nachiteration ist eine billige Moglichkeit, um die Genauigkeit der Lo-
sung zu verbessern, verlangt aber entsprechende Hard- oder Software, um
doppelt genau rechnen zu kénnen.

Abbildung 10 illustriert den Genauigkeitsgewinn bei der Nachiteration.

64



Nachiteration

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

: | weiterer
| Genauigkeitsverlustdurch: Genauigkeitsverlust
| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |

durch akkumulierte |
Rundungsfehler :
in der LR-Zerlegung

Kondition der Matrix
in jedem Verfahren

i -
€=10-16 1016+t 10 —16+t+s

cond(A)=1d 16

Abbildung 10: Genauigkeitsgewinn bei der Nachiteration. (Die Achse stellt die relative
Genauigkeit im Ergebnis dar.)

Abschliessende Bemerkungen zur Gauflelimination:

e Die GauBelimination bzw. L R-Zerlegung mit Spaltenpivotsuche ist der
Algorithmus der Wahl zur Losung von LGSen.

e Gauflelimination und L R-Zerlegung sind auch unter dem Einfluss der
Rundungsfehler identische Verfahren. Sie liefern ein kleines Residuum
r = Ax — b, das aber i.A. keine Riickschliisse auf || — z|| zuldsst. Nur
im Sinne der Riickwartsanalyse liegt eine Schranke vor.

e Falls die Konditionszahl xk(A) bekannt ist, kann man a priori die Ge-
nauigkeit der Losung grob angeben.
Faustregel: k(A) = 10" = t Dezimalstellen gehen verloren.

e Zur Berechnung der Konditionszahl einer Matrix existieren spezielle
Algorithmen. Am zuverlédssigsten ist die Singuldrwertzerlegung, die al-
lerdings O(n?) Operationen erfordert.

e Eine Vorabskalierung A — D1 AD- mit Diagonalmatrizen Dq, Dy kann
die Kondition verbessern. Ziel muss es dabei sei, alle Elemente von A
auf ungefdhr die gleiche Groflenordnung zu bringen.
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e Numerische Software: LINPACK (1979) war die erste Sammlung von
Codes rund um die Numerische Lineare Algebra. LINPACK basiert
auf BLAS Level 1 und 2. Spezielle Routinen fiir die L R-Zerlegung und
dazugehorige Substitutionen: SGEFA, SGESL (bzw. DGEFA, DGESL
fiir doppelte Genauigkeit). Die Routine SGECO schétzt zusétzlich die
Kondition. LINPACK liegt als C- und FORTRAN Sourcecode vor.

Das Nachfolgepaket LAPACK ist besser an die heutigen Rechnerarchi-
tekturen angepasst, da es zusétzlich BLAS Level 3 verwendet. Routinen
SGETRF, SGETRS bzw. DGETRF, DGETRS.

Internet-Adresse: http://www.netlib.org

3.6 Cholesky-Zerlegung

Bei der speziellen Klasse der symmetrisch positiv definiten Matrizen, die in
den Anwendungen durchaus auftreten, kann ein giinstiges Verfahren zur di-
rekten Losung von linearen Gleichungssystemen konstruiert werden. Dabei
ist insbesondere keine Pivotsuche notwendig.

Eine Matrix A € R™" ist symmetrisch genau dann, wenn AT = A gilt.
Eine symmetrische Matrix heifit positiv definit, falls

v'Ar >0  fiir alle 2 € R"\{0}.

Dies gilt genau dann, wenn alle Eigenwerte von A positiv sind. Eine positiv
definite Matrix ist insbesondere regulir (det(A) = Ay - ... - \y).

Beispiel: Gramsche Matrix
Wir betrachten einen reellen Hilbert-Raum (V, (-, -)). Zu einem Teilraum U C V sei eine

Basis uy, . .., u, gegeben. Die korrespondierende Gramsche Matrix ist A = ((u;,u;)), d.h.
<'U,1,U1> <U1,U2> T <u17un>
<u27u1> <U2,U2> Tt <’U,2,U/n>
A= . . :
<un7u1> <un7u2> e <un7un>

Die Symmetrie des Skalarprodukts liefert (u;,u;) = (u;,u;), wodurch A = AT gilt. Zudem
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haben wir fiir x € R™\{0} mit x = (z1,...,2,)"

n n n
.
x Ax = g iy (ug, uj) = E %‘Ui,g Tuj ) =
i=1 =1

n
E TiUyg
ij=1 i=1

2
> 0,
14

d.h. die Matrix A ist positiv definit.

Wir betrachten nun den ersten Eliminationsschritt aus dem Gauf3-Verfah-
ren, angewandt auf die Matrix A. Wegen e] Ae; = ay; > 0 fiir A positiv
definit ist das erste Diagonalelement als Pivot akzeptabel, und man erhélt

T T
o a1 | v . _ a1 | v n—1
A= ( o | B ) ~ K- A < 0 | B ) , veR"".

Die Restmatrix B’ setzt sich zusammen aus

1
B =B-——uw'.
ar
Schema:
V1 - V1 " Up—1
T
vu = (V- Vj)i<ij<n—1 =
Up—1-U1 ... Up—1°Up-1

Damit ist B’ wiederum symmetrisch. Zum Nachweis der Definitheit setzt
man

T
T = ( v z/an > mit y € R"! beliebig

und zeigt
0
Ar = ( By > = 0O<z'Az=vy Bly.
Mit Induktion fiir die weiteren Schritte folgt:

Satz 3.3: Sei A symmetrisch und positiv definit. Dann ist bei der Gaufs-
Elimination bzw. LR-Zerlegung jede Restmatriz wiederum symmetrisch und
positiv definit. Das jeweilige Diagonalelement kann als Pivot herangezogen
werden.
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Man hat aber bei symmetrisch positiv definiten Matrizen nicht nur den
Vorteil, keine Pivotsuche durchfithren zu miissen. Die L R-Zerlegung kann
hier unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaft mit dem halben Aufwand
berechnet werden. Betrachte

A=L-R=LDD 'R, D:=diag(ri,...,"m)-

Die Matrix R := D 'R hat nur Einsen in der Diagonale, ist also normiert,
und R' ist demnach eine normierte untere Dreiecksmatrix. Aus der Sym-
metrie ergibt sich

LDR=A=A"=R'DL".
Da die Dreieckszerlegung aber eindeutig ist (siehe Satz 3.1), muss notwen-
digerweise die Gleichheit R = L gelten. Somit hat man die sogenannte
rationale Cholesky-Zerlegung

A=L-D-L". (3.16)

Die Diagonalfaktoren d; = r;; sind positiv, da die Pivotelemente positiv sind
(siehe oben). Man definiert nun die "Wurzel’

DY? .= diag(\/T115 - - - s /Ton)

aus der Diagonalmatrix D und erhélt die eigentliche Cholesky-Zerlegung
A=L-L", L:=L-DY*, (3.17)

Bei ihrer Berechnung kann die Symmetrie ausgenutzt werden. Man benotigt
nur den halben Speicher und den halben Aufwand, d.h. n?/6 Operationen.

Nun konstruieren wir einen effizienten Algorithmus zur Cholesky-Zerlegung.
Es sei L = (A\;j) und LT = (\;;) in A = LLT. Wir erhalten

i . 1—1
Qij = Z Aik Aki = Ail” = aii — Z Ail? (> 0),
k=1 k=1

A

{ R 1—1 o .
> aji = Z S\jk 5\]“ = )\ji = (CLjZ‘ — Z )\jk )\zk)/)\u .
k=1 k=1

Dieser Ansatz ist durchfiihrbar im Fall \; > 0 fiir alle 1, was bei positiv-
definiten Matrizen gilt. Man kann L spaltenweise (i = 1,..., i = n) berech-
nen. Es folgt das Verfahren:
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Algorithmus 3.6: Cholesky-Zerlegung

fort=1:n

i—1
j\ii = (aii - Z|5\ik|2)1/2
k=1

forj=(i+1):n

—_

S\ji = (CL]‘@' - 5\jk ;\zk)/j\zz
1

e
I

end
end

Wir bestimmen die Groflenordnung des Rechenaufwands. Eine Operation
sei wieder a - b+ ¢. Die Summation in der inneren Schleife muss durch eine
weitere Schleife realisiert werden. Es folgt der Aufwand
n n n n
Yn—i)i—1) = n) ((i—1)—=Y 2+ i
i=1 i=1 i=1 i=1

= ngn(n—1) — ¢(2n® + 3n? + n) + gn(n+ 1) = ¢n’.

Der Rechenaufwand ist somit nur ungefihr n3/6 Operationen gegeniiber
dem Aufwand n?/3 in der GauB-Elimination, da hier die Symmetrie aus-
genutzt wird. Zudem spart man Speicherplatz, da nur eine Dreiecksmatrix
abzulegen ist.

Aus dem Algorithmus lesen wir die Eigenschaft
i—1
Qi = |;\zz|2 + Z |5\zk|2 >0
k=1
ab. Dadurch folgt

Vai > \5\“@\ fur alle k <1,

d.h. die Elemente in L sind klein gegeniiber den Diagonalelementen in A.
Dadurch hat die Cholesky-Zerlegung sehr gute Stabilitdtseigenschaften. Ei-
ne Pivotsuche zur Reduzierung des Rundungsfehlereinfluss ist somit nicht
notwendig.
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Ein LGS Az = b 16st sich dann mit der Cholesky-Zerlegung A = LLT
durch Vorwértssubstitution Ly = b und Riickwirtssubstitution L'z = y,
siehe Algorithmus 3.1 un 3.2.

Liegt eine negativ definite, symmetrische Matrix A vor, dann ist —A positiv
definit, symmetrisch und die Cholesky-Zerlegung kann ausgefiihrt werden.
Ein LGS Az = b wird dann iiber (—A)x = —b gelost. Fiir indefinite symme-
trische Matrizen existiert kein spezielles Verfahren, d.h. Gauf3-Elimination
ist anzuwenden.
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Kapitel 4

Lineare Ausgleichsrechnung

Inhalt dieses Kapitels ist die Losung iiberbestimmter linearer Gleichungs-
systeme nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate. Man spricht auch
von der Ausgleichsrechnung nach Gaufl (von diesem zur Minimierung von
Vermessungsfehlern um 1800 erfunden) oder von linear least squares. Eine
spezielle Zerlegung A = Q- R mit orthogonaler Matrix () eignet sich hier sehr
gut zur Losung und lierfert gleichzeitig eine Alternative zur L - R-Zerlegung
bei linearen Gleichungssystemen.

4.1 Problemstellung

Ein LGS kann mehr Gleichungen als Unbekannte aufweisen und damit
tiberbestimmt sein:

A-x=b mit AcR™", zeR", beR", m>n. (4.1)

Solche Problemstellungen treten beim Anpassen ('Fitten’) von Messdaten
an ein mathematisches Modell auf.  sind die unbekannten Modellpara-

meter, b die Messungen, und A beschreibt den Zusammenhang zwischen
beiden.

Beispiel: Radioaktiver Zerfall

Gegeben ist eine radioaktive Substanz (etwa aus der Medizin) bestehend aus 2 Isotopen
mit Zerfallskonstanten A;, A\o. Zu den Zeitpunkten t;, j = 1,..., m erfolgen Messungen der
Radioaktivitiit, die als Daten b = (b, ..., b,,)" vorliegen.
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Gesucht sind die Ausgangskonzentrationen x; und x5 der beiden Isotope.

Um diese Aufgabe zu l6sen, benotigt man zunéchst einen funktionalen Zusammenhang
zwischen den Zerfallswerten b; und den Konzentrationen z, xo. Im Beispiel ist dieser Zu-
sammenhang durch Exponentialfunktionen gegeben. Eine radioaktive Substanz hat die
Zerfallskurve y(t) = x exp(At) mit Konstante A < 0.

Bei zwei Substanzen gilt entsprechend
y(t) = zyexp(Ait) + za exp(Aat) .
Zu den Messzeitpunkten ¢; erhélt man damit die Beziechungen
y(t;) = zyexp(Mt;) + xoexp(Aatj), j=1,....m
bzw. in Matrixnotation b = A - z mit

y(t1)
b= : , A= : :
y(tm) eXpO‘ltm) eXp(Aztm)

exp(Ait1)  exp(Aqgty)

Obwohl dieses System iiberbestimmt ist, besitzt es die Losung z. Gegeben sind nun aber
nicht die exakten Werte b, sondern nur die Messungen b, von denen man auf die Ausgangs-
konzentrationen x riickschliessen mochte. Zu 16sen ist demnach das System

A-xz=0,
das deutlich mehr Gleichungen als Unbekannte aufweist.

Aufgrund der Messfehler wird man normalerweise kein x finden, so dass A - x = b wirklich
erfiillt wird. Stattdessen gibt man sich mit der Forderung

|A -2 — b|| — min!
zufrieden.
Genauer liefert eine Messung der Radioaktivitit eine Aussage iiber die Zeitableitung
y(t) = z1Arexp(Mit) + 222 exp(Aat).
Die lineare Ausgleichsrechnung verwendet in diesem Fall die Matrix

)\1 exp()\ltl) )\2 exp()\gtl)
A= : :

A exp(Aity) Az exp(Aaty,)
und rechte Seite b = (y(t1),...,9(tm)) .

72



Abbildung 11: Schema der linearen Ausgleichsrechnung fiir eine Modellfunktion y(¢).

Wie am Beispiel veranschaulicht, macht es keinen Sinn, eine Losung z zu
suchen, die (4.1) exakt erfiillt. Stattdessen fordert man, dass das Residuum
r(z) :=b— Az in einer geeigneten Norm moglichst klein werden soll.

Die Euklidische Norm erweist sich hierfiir als besonders geeignet (warum?)
und fithrt auf das lineare Ausgleichsproblem

Finde  mit  ||r(2)]|2 < ||r(x)|]2 fir alle z € R™. (4.2)

Mit exakten (aber unbekannten) Daten b := Ax ist (4.2) dquivalent mit

m

1=1

Man nennt diesen Ansatz deshalb auch die Ausgleichung der Widerspriiche
nach der Methode der kleinsten Quadrate.

Die Aufgabenstellung der linearen Ausgleichsrechnung lautet nun zusam-
mengefasst:

Gegeben sind
e Messdaten (t;,0,), j=1,...,m
e Ansatzfunktionen g¢;(¢), i =1,...,n,n <m

e Funktionaler (linearer) Zusammenhang y(t) = z1¢1(¢t) + - - - + ,9,(t)
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\
\
' b-AX
\

Im(A)

<>\ -7

Abbildung 12: Normalgleichungen: Das kiirzeste Residuum r(z) := b — AZ steht senkrecht
zum Bild von A

Gesucht sind die linear auftretenden Koeffizienten x4, ..., z,, so dass
m
F(zy,...,x,) == Z(y(tz) — b;)* — min!
i=1

Da der funktionale Zusammenhang eine Linearkombination der Ansatzfunk-
tionen darstellt, ist das gesamte Problem linear.

4.2 Normalgleichungen

Die Losung des linearen Ausgleichsproblems (4.1) ist durch die Normalglei-
chungen gegeben. Zur Herleitung kann man geometrisch oder analytisch
vorgehen.

Geometrischer Zugang:

Das Bild der linearen Abbildung mit A ist Im(A) := {Az : © € R"}. Sei
g € R™ LotfuBpunkt von b auf Im A (senkrechte Projektion beziiglich des
euklidischen Skalarprodukts). Dann existiert & € R" mit Az = g. Falls A
den vollen Rang n hat, ist & eindeutig. Wir fordern also b — Az L Im(A),
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d.h.
(b— Az, Az) =0 fir alle z € R". (4.4)
Abschétzung mit der Norm || - ||2 liefert fiir beliebiges € R™:
|Az —b|)* = |[Az — b+ Az — Az

= ||AZ — b||* + ||Az — Az||* + 2(A% — b, Ax — AZ)

= ||AZ —b|* + ||Az — AZ||* + 2(A% — b, A(z — 2))

= Az = bl + [ Az — Az|* > [[Az - b|.
Folglich 16st & das Ausgleichsproblem. Umgekehrt kann man auch zeigen,

dass eine Losung des Ausgleichsproblems die Bedingung (4.4) erfiillt. Aus
der Orthogonalitit (4.4) haben wir desweiteren

(Az)T(b— AZ) = 0
v (ATh— ATAT) =
(2, ATh— ATAZ) = 0

@)

jeweils fiir alle x € R™. Somit muss AT0 — AT Az = 0 gelten. Es folgen die
Normalgleichungen

AT Az = ATb, (4.5)

welche ein LGS fiir die Losung 4 darstellen. (Beachte die Aquivalenz mit
A'r(Z) = 0.) Die beteiligte Matrix A" A € R™ " ist symmetrisch und posi-
tiv semi-definit. Fiir vollen Spaltenrang von A ist AT A dann positiv definit.

Minimierungszugang:

Die Forderung (4.2) ist gleichbedeutend mit der Minimierung der Funktion
r(x) r(x), d.h.

F)=r(x) r(z)=2"A"Ax —22"A"b+b"b — min!

Die notwendige Bedingung fiir ein Minimum der Funktion F': R" — R an
der Stelle z ist gradF'(z) = 0. Ableitung von F' nach den Unbekannten x
ergibt

-
grad F(z) = (82—;:13) e 8(1;15:6)) = 2AT Az —2A 7).
1 n
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Komponentenweise:
OF(x) 0
8xj N 8a:j

= 2([ATAz], - [aT0]))

(z'ATAz —22TATb) =e; AT Az + 2T AT Aej — 2¢; A'b

Daraus folgt (4.5). Zudem ist die Hesse-Matrix von F' gerade 2A" A, d.h. eine
positiv-semidefinite Matrix. Ein Extremum von F' muss daher ein Minimum
sein.

Die Normalgleichungen sind nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend.
Schreibe r(z) = r(2) + A(z — ), dann folgt

r(x)Tr(:c) = fr’(iﬂ)Tr(i) +0+ (z — :%)TATA(x — 1) > r(i)Tfr(fc) ,
d.h., Z ist ein Minimum. Gleichheit gilt nur fir A(z — ) = 0.
Fazit:

Satz 4.1: Die Lésungsmengen des linearen Ausglezchsproblems (4.2) und
der Normalgleichungen (4.5) sind identisch. Der Minimierer I ist genau
dann eindeutig, wenn die Spalten von A linear unabhangzg sind, d.h. wenn
gilt rang(A) = n. Das minimale Residuum r(z) ist immer emdeutzg

Beweis:
Wir haben bereits gesehen, dass gilt
ATAz =ATb < (b— A%, Az) =0 fiir alle z € R".
Wir zeigen nun, dass dies dquivalent ist zu
|6 — Az||* > ||b — Az|* fiir alle z € R™.

Die eine Richtung wurde bereits oben gezeigt. Sei daher umgekehrt die letztere Bedingung
gegeben. Es folgt

|Az — AZ|* + 2(A% — b, A(x — 2)) > 0 fiir alle z € R"

und somit

|Az||? +2(A% — b, Az) > 0 fiir alle z € R™
Wenn (Az — b, Az*) # 0 gilt fiir ein z*, dann setzen wir z = pz* mit g € R und es folgt

P2 || Az || + 2u(AZ — b, Az*) > 0.
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Mit p — 0 bei entsprechendem Vorzeichen wird die linke Seite negativ, d.h. ein Wider-
spruch ergibt sich. Somit gilt stets (Az — b, Az) = 0 fur alle .

Zur Eindeutigkeit des Residuums seien z; und x5 zwei Losungen von (4.2). Dann erfiillen
sie auch AT Axr; = ATb fiir [ = 1,2. Subtraktion liefert AT A(z; — x3) = 0. Damit folgt
A(zy — z2) L Im(A). Jedoch ist auch A(x; — x2) € Im(A). Somit muss A(x; — x3) = 0
gelten, d.h. Ax; = Ax,y. Es folgt r(z1) = r(x2). O

Im Fall des vollen Rangs, rang(A) = n, ist AT A positiv definit, und damit
haben die Normalgleichungen immer eine eindeutige Losung 2. Diesen Fall
setzen wir im folgenden voraus.

Das folgende Beispiel zeigt jedoch, dass die Normalgleichungen auf einem
Rechner Probleme bei der Losung bereiten kénnen.

Beispiel: Sei die Matrix A € R**® gegeben durch

1 11
e 00
A= 0 0
0 0 ¢
Exakte Rechnung ergibt rang(A'" A) = 3, da
1+ &2 1 1
ATA = 1 1+ 1
1 1 1+¢e?

Mit e = 107 und der Machinengenauigkeit ey = 2 - 10716 folgt fi(1 4 %) = 1 und damit
rang(fl(AT A)) = 1, d.h. die Normalgleichungen sind singuldr auf dem Rechner.

Daher hat sich ein anderer Weg zur Losung des linearen Ausgleichsproblems
durchgesetzt. Er basiert auf einer orthogonalen Eliminationstechnik.

Fiir eine orthogonale Matrix () € R™*™ gilt, dass sie die Norm des Residu-
ums nicht veréndert:

[r@)le = 1Q -r(@)l2=1Q-b—A-2)a=1Q-b—Q-A-z|>.
(Beachte: |Qy[* = (Qy)"(Qy) =y'Q"Qy=y"y = |y|* fa. y.)

Angenommen, () kann so gewahlt werden, dass () - A eine reguldre obere
Dreiecksmatrix R € R™" und einen Nullblock 0 € R™~*" argibt,

Q-Az(ff),
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dann kann das lineare Ausgleichsproblem neu geschrieben werden als

Q-b-Q-a-ala= (5 )~ (57)
IC) -l

= lle = R-z|3 +||d|3
kann ein Minimum in Z nur erreicht werden, wenn

— min !

2

Wegen

2

lc—R-Z|3=0 < R-i=c.

Die Losung 2 des Ausgleichsproblems wiirde dann aus einer einfachen Riick-
wértssubstitution folgen.

Gibt es solch eine orthogonale Transformation, und lasst sie sich konstruktiv
und stabil berechnen? Die Antwort lautet ja!

4.3 Householder-Transformation und QR-Zerlegung

Definition 4.1: Die Matriz
T:=1-2-v-v'
mit v € R™, ||v||a = 1 und Finheitsmatrixz I heisst Spiegelungsmatriz.

Schema fiir T

1— 21}% —2v1v9 ... —2V01Up_1  —201U,
—2u91y 1— 2v§ e —209U;—1 —2U9U,
T =
—ZUmfl’Ul —2?Jmf17}2 T 21)%1_1 —2Umf11)m
—2v,,01 20,V ... —20,Um—1 1— 2@%1

T

Man beachte, dass [|v||s = 1 dquivalent ist zu v'v = 1.

Einen beliebigen Vektor z € R™ kann man zerlegen in x = p + s mit
p = (v'x)v parallel zu v und s := z — p senkrecht zu v.
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Tx=s-p

Abbildung 13: Geometrische Interpratation der Matrixspiegelung mit 7.

Die Matrix T spiegelt dann den parallelen Anteil p an s,
T -(s+p)=T-(s+vv'z)=I—-2w")-(s+v(v'z))=5—7p.

Die Matrix T beschreibt somit die Spiegelung an der (eindeutigen) Hyper-
ebene, die orthogonal zu v liegt.

Die Spiegelungsmatrix 7" hat besondere Eigenschaften:

(i) T ist symmetrisch: ' =T,
(i) 7T ist involutorisch: T71 =T,

(iii) 7T ist orthogonal: T'T = I.

Statt mittels eines normierten Vektors v kann man 7" auch durch

T

T::I—%uuT, K= 3u'u

1
2
mit u € R™\{0} definieren.

Die Anwendung von 7" auf einen Vektor x vermdoge

.
LouTo = 2 — “2y
K K

y=T-z=x—
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benotigt keine Matrix-Vektor-Multiplikation. Man formt zunéchst das Ska-
larprodukt ¢ := u'z/k und dann y := x — ou. Analog geht man bei der
Anwendung auf Matrizen vor:

T-A=A—-3iu("A), jede Spalte wie zuvor.
Die Matrix A muss dabei nicht quadratisch sein.

Bei linearen Ausgleichsproblemen hat man es immer mit einem Spezialfall
zu tun. T bzw. u ist so zu bestimmen, dass die Anwendung auf ein gegebenes
x gerade ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors e; ergibt,

—C
0
T:L‘:y:—celz

Die folgende Wahl leistet das Gewiinschte:

¢ o= {H5’5H2‘$1/|$1\ fiir a1 # 0
]|

fiir I =0
u = xv+Ce; = (11 +Caa,s . 1) (4.6)
ko= ala |zl o
T = I—%uuT

Man nennt die Spiegelung 7" dann eine Householdertransformation.

Satz 4.2: Householdertransformation

Die Householdertransformationsmatriz T aus (4.6) spiegelt x
auf Tx = —Cey = (—¢,0,...,0)".

Beweis:
Mit u'z =2 2 + (xy = 2o + ||z|]2|21| = K folgt sofort

Tr=z—twuz=2—u=—Ce. 0
K
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Durch eine Sequenz von Householdertransformationen kann man nun eine
Matrix A auf obere Dreiecksform bringen.

Schritt 1: Als = in (4.6) wahle die erste Spalte der Matrix A € R™*" und
bilde 7}. Dann ist

_Cl * *
0

TiA =

1 a0 |
0

Die erste Spalte hat sich reduziert, alle anderen wurden umgerechnet.

Schritt 2: Wende die Householdertransformation der Dimension m — 1 auf
die 1. Spalte der Restmatrix an.

Dieser Schritt lasst sich als Transformation mit einer Householdertransfor-
mation Th € R"*" schreiben, wobei die erste Komponente von u gleich null
ist. Daher 148t sich 75 auch schreiben als

Ty = , mit 75 € R~ Dxm=1)
T2

und T3 beschreibt eine Housholdertransformation in R™!. Die Anwendung
von 15 lasst dann die erste Zeile und die erste Spalte von T1 A unverandert:

Gl x| x| ] %
0 | =G| % |---] %
A= | 0] 0
Dl el a
010

Nach n Schritten sind dann alle Spalten reduziert, und A ist in eine obere
Dreiecksmatrix und einen Nullblock tiberfithrt worden:

R R R
potas (B) b aemon () -an (B).
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Mit @ :=T}-...-T, hat man so die QR-Zerleqgung der Matrix A gewonnen.

Das Produkt () =T} -...-T,, der Householdertransformationen ist ebenfalls
eine orthogonale Matrix, d.h. QTQ = I.

Damit ist das oben formulierte Ziel erreicht, das lineare Ausgleichsproblem

kann mittels der QR-Zerlegung dquivalent umformuliert und gelost werden
(beachte QT statt Q):

Io—Azll; = Qb — Q" Axlf3

5)-()

= e = R-allz + |ldl3

2

2

Die Losung & des Ausgleichsproblems folgt dann durch Riicksubstitution
Rz = c. Es ist R reguldr genau dann, wenn rang(A) = n gilt. Desweiteren
ist die Norm des Residuums gerade ||r(Z)[2 = ||d||2, welche man aus der
Transformation des Vektors b sofort erhalt.

Bei der Implementierung ist darauf zu achten, dass die Matrizen Tj nicht

explizit aufgestellt werden, sondern nur ihre Wirkung auf A berechnet wird.
Im j-ten Schritt wird 7; auf AV=Y =T, ;... TyA und V=Y = T; ;... Tyb
angewendet. Da T; = I — ujujT /k;, ergibt sich als Rechenschritt

AU-D oy 40) — TjA(j—l) — AU _ ujij, ij — %UJTA(J'—D_

Aufwand: Im j-ten Schritt bendtigt man

(n—j+1)(m — j+ 1) Additionen/Multiplikationen fiir ujTA(j_l)
(n—j+1)(m — j + 1) Additionen/Multiplikationen fiir AV —w;y !

(die ersten j — 1 Komponenten von u; sind null!).
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Insgesamt ergibt sich als Aufwand

ZZ(n—j+1)(m—j+1) = 22mn—(m+n)j+j2
j=1 j=1

n? n?
= 9 2 _ N
(mn (m+n)2+3)

9 n?
= mn°® — —

3

Operationen. Fiir m > n ist das etwa doppelt soviel wie bei dem Weg iiber
die Cholesky-Zerlegung und die Normalgleichungen (Aufwand fiir Matrix-

Matrix-Mult. AT A ist %an wegen Symmetrie, Cholesky-Zerlegung erfor-

dert %n?’). Im Spezialfall m = n folgt ein Aufwand proportional zu %n?’ , d.h.
doppelt so hoch wie im Gaufl-Algorithmus.

—4
A=10 .
3
Fiir den ersten Transformationsschritt folgt
—4 1 -9
G=-5 wm=10|+(=5|0]=1]0|, kK =25+20=45,
3 0 3
0 0 1 -9 g
i1 =(1]— T 310 =1(1].
1 1 3 :
Die zweite Transformation operiert auf dem Teilvektor Z = (1, %)T. Es folgt

0 0 0
V41 V41 41 /41
G=—7) w=[1|+—|1]|= 1+@ . Ky = — + —.
D 4 5 \o s 25 5
5 5

Beispiel: Gegeben ist die Matrix

[ )

b

=

Il
~/
o O Ot
Gl = ow



Bemerkungen:

e Im Sonderfall m = n ist die QQR-Zerlegung eine Alternative zur LR-
Zerlegung (der Nullblock verschwindet dann). Falls A dann Vollrang
hat, liefert die (QR-Zerlegung die Losung des linearen Gleichungssy-
stems Axr = b. Der Aufwand ist mit %n?’ Operationen (Multiplikatio-
nen) ungefihr doppelt so gross wie bei der LR-Zerlegung. Aus Stabi-
litdtsgriinden benutzt man dennoch manchmal die () R-Zerlegung.

e Fiir positive Diagonalelemente r; > 0,7 = 1,...,n, ist die (QR-Zerle-
gung eindeutig.

e Pivotsuche: Businger/Golub haben 1965 eine Technik fiir den rangdefi-
zienten Fall eingefiihrt, d.h. bei Auftreten einer Nullspalte in der ersten
Spalte der Restmatrix. Man sucht dann nach der Spalte mit der gréfiten
2-Norm und bringt sie durch Spaltenvertauschung an die aktuelle Stel-
le (wird missverstdndlich auch als Spaltenpivoting bezeichnet). Statt
A =@ R hat man nun A- P = () - R mit einer Permutationsmatrix P.
Durch dieses Vorgehen sind die Diagonalelemente r; der Grofle nach
absteigend geordnet und ermoglichen eine Konditionsabschétzung iiber
das Verhaltnis r1; /7, (siehe Golub/van Loan, Matrix Computations,
John Hopkins University Press 1989).

e Statt iiber Householdertransformationen kann man die () R-Zerlegung
auch iiber ebene Rotationen (Givens-Rotationen) berechnen.
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4.4 Kondition des linearen Ausgleichsproblems

Wir betrachten ein lineares Ausgleichsproblem ||b— Az || — min. mit Matrix
A e R™" (rang(A) = n) und Vektor b € R"™. Diese Eingangsdaten &ndern
wir in A + AA, b+ Ab ab und mochten die resultierende Abweichung Ax
abschétzen.

Die Losung x des linearen Ausgleichsproblems ist die eindeutige Losung
der Normalgleichungen A" Ax = A'b. Die Losung = + Az des gestorten
Problems erfiillt daher die Normalgleichungen

(A+AA)T(A+ AA)(x+ Ax) = (A+ AA)T (b + Ab).

Dabei nehmen wir AA als hinreichend klein an, so dass rang(A+ AA) =n
gilt. Dadurch koénnen wir umformen zu

T+ Az = ((A+AA) (A+AA) A+ AA)T(b+ AD).
Fiir die inverse Matrix erhalten wir in erster Nédherung (Linearsierung)

(A+ AA)T(A+ AA))
(ATA+AATA+ ATAA + AATAA)
(ATA+AATA+ ATAA)T!

(ATA(I + (ATA)"H(AATA+ ATAA)))!
(I+(ATA)H(AATA+ ATAA)) H(ATA)!
( 1

I—(ATA) N AATA+ ATAA))(ATA)~

Es gilt ndmlich (I + F)~! = I — F fiir kleine Matrizen F, da
(I+F)YI—-F)=1-F*=1.

Desweiteren formen wir um

(A+AA)T(b+Ab) = ATb+ AATb+ AAb+ AAND = ATb+ AATb+ AAD.

Somit erhalten wir

v+ Ar = (ATA)TATH — (ATA) Y(AATA + ATAA)(ATA)1ATH
+(ATA)IAATH+ (ATA)LATAD.
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Ersetzen von x = (AT A)"'A"b und r := b — Ax liefert
Ar = —(ATA)TATAAr + (ATA) T TAATr + (ATA)TAT AD.

Die von der Euklidischen Vektornorm induzierte Matrixnorm ist die Spek-
tralnorm. Wir schétzen diesbeziiglich ab

- i a4]
aal £ gy AT g S el
B AAT r
L R
) bl [|AD
AT AT g

Man beachte, dass aus rang(A) = n folgt A # 0. Wir fordern b # 0, da sich
sonst sofort die triviale Losung x = 0 ergibt. Wegen rang(A) = n folgt auch
Ax # 0 fiir x # 0. Wir nehmen z # 0 an, obwohl x = 0 auftreten kénnte.

Aus einer QR-Zerlegung von A

off) o (f

erhalten wir mit AT = (R" 0)Q" folgende Aussagen

ATA = R'R,
(ATA) = RY(RT)
(ATATAT = (R10)QT.

Dadurch gilt insbesondere ||Al|2 = || B2

Folgende Eigenschaften der Spektralnorm werden (ohne Beweis) verwendet:

i) |Cla = ||CT |2 fiir jede Matrix C' € R™*™,
(ii) [|QCl2 = ||C]]2 fur C' € R™ " und orthogonales @) € R™ ™,
(iii) ||CP|l2 = ||C||2 fur C' € R™*™ und orthogonales P € R™*".
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Fiir die Storungen in den Eingangsdaten nehmen wir an

o I
IAl— 1ol —
Insgesamt erhalten wir
[Az]] 2 7l 1]
< K(R)-ea+ r(R)*- ce4+ Kk(R) - - Ep.
]l | Az | Az

Wir konnen einen Winkel einfithren durch

I ]

[Az|]
Dann gilt cos ¢ = ||Az||/||b]|. Also folgt

tan p = fir 0 <p<3.

< [K(R) + k(R)*tan ] e4 + £(R)V/1 + tan? ¢ &,

Dieses Ergebnis stellt eine obere Schranke der relativen Abweichung fiir
kleine Storungen dar. Jedoch kann diese obere Grenze in den Anwendungen
durchaus erreicht werden.

Wir erkennen, dass ein Verstirkungsfaktor x(R)? auftritt. Zudem kann im
Fall ||Az|| < ||r|| die relative Abweichung sehr hoch werden. Somit verhal-
ten sich lineare Ausgleichsprobleme kritischer als lineare Gleichungssysteme.
Die Kondition eines linearen Gleichungssystems hédngt nur von der Matrix
ab. Die Kondition eines linearen Ausgleichproblems ist abhéngig von so-
wohl der Matrix A als auch dem Vektor b und der daraus resultierenden
Losung x, da diese tan ¢ bestimmen.

Die Kondition bezieht sich auf die Losung des Problems und nicht auf einen
bestimmten Algorithmus fiir die Aufgabenstellung. Als Algorithmen haben
wir zum einen die Losung der Normalgleichungen iiber Cholesky-Zerlegung
und zum anderen die QR-Zerlegung kennengelernt. Zur Beurteilung der
Stabilitdt der beiden Algorithmen ist eine Rundungsfehleranalyse notwen-
dig. Dabei gehen Ergebnisse aus der Kondition des Problems in die Un-
tersuchung ein. Es zeigt sich, dass im allgemeinen die QR-Zerlegung sich
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ungefdhr gleich gut oder deutlich besser als der Weg iiber die Normalglei-
chungen verhélt. Daher verwenden wir die QR-Zerlegung in der Praxis.

Eine weitere Moglichkeit zur stabilen Losung des linearen Ausgleichspro-
blems bietet die Pseudoinverse. Diese wird aus der Singuldrwertzerlegung
der Matrix A konstruiert und ist daher aufwéndiger als eine QR-Zerlegung.

Bemerkung zu Linearen Gleichungssystemen:

Ist ein LGS Ax = b mit reguldrer Matrix A € R™" gegeben, dann erhélt man durch
Multiplikation mit A" sofort die Normalgleichungen

AT Az = ATb.

Die Matrix ATA € R™" ist symmetrisch und positiv definit. Man kénnte daher die
Losung x durch Cholesky-Zerlegung bestimmen, was nur einen Aufwand von ca. %3 Ope-
3

rationen erfordert (GauB-Algorithmus fiir Az = b bendtigt %~ Operationen). Jedoch ist

die Matrix AT A a priori zu bestimmen. Diese Matrix-Matrix Multiplikationen erfordert ”73
Operationen wegen der Symmetrie. Insgesamt ergibt sich der Aufwand

3 3
n n 2 4

__|__:_n’

2 6 3

d.h. doppelt so hoch wie in der GauB-Elimination des urspriinglichen Problems. Desweite-
ren kann man zeigen, dass in der Spektralnorm gilt

ra(ATA) = [[ATAll2 - [I(ATA) 7 2 = JALIZ - [|ATHI = r2(A)%.

Daher ist zu erwarten, dass sich in einem Algorithmus zur Losung der Normalgleichungen
die Rundungsfehler mehr verstarken.
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Kapitel 5

Polynominterpolation

Dieses Kapitel behandelt numerische Algorithmen zur Interpolation von ge-
gebenen Daten mittels Polynomen. Es zeigt sich jedoch, dass die Polynom-
interpolation nur bei kleinen Datenmengen sinnvoll ist.

5.1 Interpolation und Approximation

Gegeben seien Daten
(x;,y;) fir i=0,1,...,n

mit Stitzstellen x; € [a,b] C R und Stitzwerten y; € R. Wir nehmen
x; # x; flir ¢ # j an.

Interpolationsaufgabe: Gesucht ist eine Funktion f : [a,b] — R, die
durch alle Stiitzpunkte (x;,y;) verlduft, sie also interpoliert:

f(x;) =y fir alle 7i=0,1,...,n.
Diese Aufgabe ist noch unscharf formuliert. Eindeutig wird sie erst dann,
wenn man den Raum der als Interpolanten zugelassenen Funktionen f ge-

eignet einschrankt. Die Wahl dieses Funktionenraums definiert auch die
Eigenschaften des Interpolanten. Gewiinschte Eigenschaften sind etwa:
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e Shape preserving (formerhaltend): Eigenschaften der Daten wie

— Positivitdt (0. Ableitung),
— Monotonie (1. Ableitung),

— Konvexitét (2. Ableitung) bzw. Kriimmung bei Kurven

sollen sich im Interpolanten widerspiegeln. Insbesondere sollen keine
zusitzlichen Extremwerte oder Oszillationen erzeugt werden. Die in-
terpolierende Funktion (der Interpolant) soll die Daten dann moglichst
“schon” (wisually pleasing) wiedergeben. Eng damit verbunden ist die
Forderung nach

o Glattheit des Interpolanten: In der Praxis fordert man global f € C!
oder f € C?, selten sogar f € C3.

Derartige Interpolationsaufgaben finden sich in so praktischen Anwendun-
gen wie der Textverarbeitung (skalierbare Buchstaben in TEX) und Nahma-
schinen (Parallelndhte, Stickmuster). Hier haben sich stiickweise Polynome
geringen Grades mit globaler C!- sowie C*-Eigenschaft bestens bewéihrt.
Naheres hierzu in in Kapitel 6.

Eng verwandt mit der Interpolationsaufgabe ist die Approximationsaufgabe.

Approximationsaufgabe: Hier nimmt man an, dass die Daten Werte-
paare einer unbekannten (geniigend glatten!) Funktion représentieren, al-
so z.B. aus diskreten Auswertungen einer gegebenen Funktion g stammen,
d.h. y; = g(x;). Ziel ist es nun, eine Funktion (Kurve) f zu konstruieren,
die diese in den Stiitzstellen interpoliert

f@i) =yi(=g(x;)) fir i=0,1,....n
und iiberall sonst moglichst gut approximiert:

lg(x) — f(x)| “klein” fir alle a <x <b.

Auch diese Aufgabenstellung ist mit einer gewissen Wilkiir behaftet: Welche
Klasse von Funktionen wollen wir als Approximationsfunktion f zulassen?
In welcher Norm soll f die Funktion g bestmoglich approximieren?
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Beide Aufgabenstellungen (Interpolation und Approximation) kénnen zu
eng gefasst sein, da die interpolierende/approximierende Funktion nicht ge-
nau durch die Stiitzwerte gehen soll. Denn h&ufig stammen die Werte y;
aus mit Messfehlern behafteten Messungen. Abhilfe kann hier das Gléatten
von Daten (smoothing) liefern: Die Kurve soll in einem (zu definierenden!)
Sinne die Messfehler in den Datenpunkten beriicksichtigen.

Techniken der Interpolation und Approximation sind auch von zentraler
Bedeuting im Bereich des CAD (Computer Aided Design). Beispiele hierfiir
sind Geometriedesign (z.B. Konstruktion optimaler Turbinenschaufeln) und
das Zeichnen von Kurven (z.B. Corel Draw).

Fiir uns wichtig ist die einfache Realisierung der Interpolation bzw. Approxi-
mation auf dem Rechner. Die Berechnung/Auswertung des Interpolanten
soll dabei moglichst mit elementaren Grundoperationen und schnell erfol-
gen.

5.2 Grundlagen der Polynominterpolation

Bei der Polynominterpolation soll ein geeignetes Polynom die Interpolati-
onsaufgabe 16sen. Motivation hierfiir ist:

e Polynome stellen Terme in den Grundrechenarten dar (d.h. es sind
keine Auswertungen von hoheren Funktionen notwendig).

e Polynome kénnen numerisch stabil ausgewertet werden (z.B. Horner-
Schema falls Koeffizienten gegeben sind).

e Polynome sind beliebig oft differenzierbar (Funktionenraum C*).
Die Polynome vom Grad (hochstens) n bilden einen Vektorraum P, der
Dimension n + 1, der zum Beispiel von der Taylorbasis (Monome)
P, :=span {1,z 2% ..., 2" 2"}

aufgespannt wird. Jedes Element p € P, wird durch n + 1 Koeffizienten
festgelegt, und damit wird man bei n + 1 Datenpunkten annehmen, dass
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ein eindeutiger Interpolant aus P, existiert.

Etwas genauer: Seien z;, © = 0, ..., n, die verschiedenen Stiitzstellen und y;
die zugehorigen Stiitzwerte. Ein p € P, hat die allgemeine Darstellung

p(z) = ag + a1z + agx® + - - + apz”,

woraus nach Einsetzen der Interpolationsforderung p(z;) = y; die n + 1
Gleichungen
ap + a1z0 + asxg + -+ anxl = Yo
ap + a171 + agxi + -+ a,x] =y (5.1)
ap + @17, + aT: + -+ ayxl =y,

folgen. Die Matrix zu diesem LGS heifit Van-der-Monde Matriz. Das LGS
in den Unbekannten ag,aq,...,a, ist eindeutig l6sbar, falls die Van-der-
Mondesche Determinante ungleich null ist, welche lautet

1 g ... zy

1z ... 2} L

Do N H H (; — ;).
Co ' i=0 j=i+1

1 x, x,

Fiir paarweise verschiedene Stiitzstellen z; # x; ist die Determinante somit
ungleich null. Wir erhalten folgendes Resultat.

Satz 5.1: Zu den n + 1 Stitzpunkten (x;,y;) mit paarweise verschiedenen
Stiitzstellen (Knoten) x; ezistiert genau ein Interpolationspolynom p € P,
d.h. p(x;)=vy; firi=20,1,...,n.

Das LGS (5.1) liefert eine Berechnungsvorschrift fiir die Koeffizienten a;,
allerdings mit einem Aufwand von (n + 1)3/3 Operationen. In der Praxis
wird man daher andere Methoden zur Konstruktion/Auswertung des Inter-
polanten vorziehen, siche Abschnitte 5.3 und 5.4.

Paarweise verschiedene Stiitzstellen nennt man auch einfach. Falls dagegen
Ti1 < Ty =+ = Tizm-1 < Titm, S0 heisst x; m-fache Stiitzstelle. In einer
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m-fachen Stiitzstelle fordert man die Interpolation der Ableitungen
ak
Yitk = ok (x;), k=0,....m—1
bis zum Grad m — 1. Auch fiir diese Interpolationsaufgabe kann man die
Existenz eines eindeutigen Polynominterpolanten zeigen.

5.3 Interpolationsformel nach Lagrange

Der Ansatz iiber die Van-der-Monde Matrix beruht auf der Taylorbasis. Die
Taylorbasis ist unabhéngig von der Wahl der Stiitzstellen ;. Die Idee ist
daher, die Basispolynome in Abhéngigkeit der Stiitzstellen zu wéhlen um
eine einfachere Darstellung zu erhalten.

Die Lagrangepolynome L; € P,, werden definiert als die eindeutig bestimm-
ten Interpolationspolynome zu den Einheits-Stiitzwerten, d.h.

1 fire=j
Lilz;) = { 0 fir i# (5:2)
fir i,5 = 0,1,...,n Die Lagrangepolynome besitzen die Formel

n

L) = ] — (5.3)

T — X
j=0g#i "t

fir = 0,1,...,n. Die Eigenschaft (5.2) erkennt man an der Struktur

r — Xy T — Tj—1 T — Tit1 T — Ty

Li(z) =

i — X Ty — Ti—1 Ty — T4l Li — Tn

Es gilt P,, = span{Ly, L1, ..., L,}. Mithilfe der L; kann dann das Interpo-
lationspolynom explizit angegeben werden:

Satz 5.2: Das Interpolationspolynom zu den n+1 Stitzpunkten (z;,v;) hat
die Darstellung

p(x) = 3 _yiLi(x). (5.4)
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1.2

Abbildung 14: Lagrange-Polynome fiir n = 3.

Beweis: Mit der Eigenschaft der Lagrange-Polynome folgt sofort
plaj) =Y wiliz;) =y;  fir j=0,1,....n
=0

und damit ist p das eindeutige Interpolationspolynom. [l

Die Darstellung (5.4) kann im iibrigen auch fiir mehrfache Stiitzstellen her-
geleitet werden, mit allerdings leicht verdnderten Basispolynomen ;.

Fiir praktische Zwecke ist der Zugang nach Lagrange zu aufwendig. Fiir
theoretische Analysen ist er jedoch oft vorteilhaft. Ein Beispiel ist die Frage
nach der Kondition der Interpolationsaufgabe, sieche Abschnitt 5.6.

Ein Nachteil der Interpolation mit Lagrange-Polynomen ist, dass die Poly-
nombasis nicht direkt erweitert werden kann: Sind die Lagrange-Polynome
zu den Stiitzstellen (z;,y;) fiir ¢ = 0,1,...,n gegeben, so édndern sich bei
Hinzufiigen einer weiteren Stiitzstelle (z,.1,y,+1) alle Basispolynome.
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5.4 Aitken-Neville-Schema und Dividierte Differenzen

In diesem Abschnitt werden die beiden gebrauchlichsten Algorithmen zur
Polynominterpolation vorgestellt. Ist man nur an der Auswertung an einer
Stelle x interessiert, so ist das Schema nach Aitken-Neville die Methode der
Wahl. Bei mehreren Auswertungen ist es dagegen sinnvoll, den Interpolan-
ten nach Newton {iber sogenannte dividierte Differenzen darzustellen. Beide
Vorgehensweisen sind rekursiv.

Aitken-Neville-Schema
Das Interpolationspolynom p zu den Daten (zg, o), - - -, (Zn, Yn) bezeichnen
wir im folgenden etwas konkreter als pg . Es gilt py,, € P,,.

Das Polynom pg,_; interpoliert dann die Punkte (xo, o), .., (Tn—1,Yn—1)
und p; ,, die Punkte (z1,v1), ..., (zn, Yn). Es gilt popn—1,01.0 € Pno1.

A

| | | | >
I I I 1

X X1 X2 X3 Xn-4*n-3 *n-2%Xn-1 *n

Abbildung 15: Skizze zu pop—q (--- ) und pr, (— ).
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Zwischen pg,,, pon—1 und pp, besteht ein wichtiger Zusammenhang. Sei

¢(l,) - (JU — :vo)an(a?; —_(xxo— xn)pom_l(x) |

Das Polynom ¢ interpoliert die Stiitzpunkte (z1,41), ..., (Zn_1,Yn-1), d.h.
qb(l'l):y“ izl,...,n—l.
Dariiberhinaus gilt ¢(xo) = yo und ¢(x,) = y,.

Insgesamt interpoliert ¢ die Punkte (xg, o), .., (Tn, ys) und stimmt somit
aufgrund der Eindeutigkeit der Polynominterpolation mit py,, iiberein.

Das ergibt
Lemma 5.3: Lemma von Aitken

Fiir das Interpolationspolynom py, gilt die Rekursionsformel

poala) = xO)pl’”(x;n__(zo_ Tolthct(2), (5.5)

Mit (5.5) steht eine rekursive Vorschrift zur Auswertung von py,(x) zur
Verfligung (gilt auch fiir mehrfache Stiitzstellen).

Notationswechsel: Man setzt
Py = pi—pi(x),

damit ist z.B. P, = pon(r) und P,o = pun(z). Man beachte, dass das
Polynom p;_j; bei den k + 1 Stiitzstellen x;_j, x;_j11, ..., z; interpoliert.

Die diskreten Werte P; ;, berechnet man nach dem Schema von Neville geméf3
folgender rekursiver Vorschrift:
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Algorithmus 5.1: Aitken-Neuville-Schema

fliri=0:n
Pz',oizyz'

firk=1:n
fire=k:n

Pr=Pr1+——Fir-1— Pi15-1)
Li — Ti—k

Der Algorithmus baut Spalte fiir Spalte ein dreieckiges Schema der Zwi-
schenwerte P auf:

Poo
¢
Py — Pn
Pn;l,o — 0 = Puina
N\
Pop — -+ — P — P,

Das Ergebnis P,, = po,(x) steht schliesslich rechts unten.

Beispiel: Gegeben sind die Stiitzstellen (0, 1), (1, 3), (3,2). Wir werten das Interpolations-
polynom an der Stelle x = 2 aus. Das Schema liefert:

20=0 yo=Fp=1

r1=1 yy=Po=3 Pu=3+7 5
Ty =3 yp=Po=2 Py=2+32(2-3)=3 Pp=5+32(3-5 =12

Das Aitken-Neville-Schema benétigt einen Rechenaufwand an Additionen
und Multiplikationen, der proportional zu n? ist. Bei geschickter Program-
mierung ist nur ein Speicher der Lénge n notwendig.

Bei der numerischen Quadratur spielt eine Variante des Schemas eine grosse
Rolle. Man spricht dort von sogenannten FExtrapolationsverfahren, die ein
gewisses Polynom an der Stelle 0 ausserhalb des Intervalls der Stiitzstellen
auswerten.
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Dividierte Differenzen

Das Lemma 5.3 stellt eine Rekursion fiir Polynome dar, wird aber im Aitken-
Neville-Schema nur punktweise verwendet. Eine analoge Vorgehensweise fiir
das Interpolationspolynom geht auf Newton zuriick.

Als Basispolynome von P, fiihren wir ein

1—1

wi(x) =[x — ;). (5.6)

J=0

Offensichtlich ist wy(z) = 1 ein Polynom vom Grad null und
wp(x) = (x — ) - (x — 1) ...+ (x — x,_1) ein Polynom vom Grad n.

Insgesamt: P, = span {wy,...,w,}. Man bezeichnet {wy,...,w,} auch als
sogenannte Newton-Basis.

In der Newton-Basis schreibt sich das Interpolationspolynom als
Pon(T) = agwo(z) + aywi(z) + -+ - + apwy(z)

mit fiihrendem Koeffizienten a,,, der aufgrund der Eindeutigkeit der Inter-
polationsaufgabe eindeutig festgelegt ist.

Man definiert nun die n-te diwidierte Differenz zu

[0, T1, ..., Tply := @y . (5.7)

Die Berechnung von [zg, x1, . .., x,]y kann rekursiv erfolgen, dazu kommen
wir gleich. Zunéchst halten wir fest, dass sich die Koeffizienten des gesamten
Interpolanten aus dividierten Differenzen aufbauen lassen.

Satz 5.4: Zu den Stitzstellen (zo,yo), ..., (Tn,yn) besitzt das Interpolati-
onspolynom die Darstellung

n

pon(x) = [0, ..,y - wi(x). (5.8)

1=0
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Beweis:

Mit Induktion iiber n: Fiir n = 0 ist die Aussage trivial. Sei also n > 0 und

n—1
Pon1 = [0, zily - wi()
i=0
das Interpolationspolynom von y an xy, ..., x,_1. Dann gilt fiir das Interpolationspolynom

Do, VO Y AN Ty, ..., Ty, dass
pO,n(x) = [x()? s 7xn]y ) Wn(x) + Qn—l(x)
mit einem Polynom @,,_; € P,_;. Nun erfiillt aber

Qn-1() = pon() — [0y ., Tn]Y - wn(2)

offensichtlich die Interpolationsbedingung fiir x, . . . , x,,_1 wegen den Nullstellen w, (x;) = 0
fir i =0,1,...,n — 1, so dass
n—1
Qn-1(z) = pon-1(x) = [0, -+ s wily - wi(z).
=0
Daraus folgt die Behauptung. O

Die Darstellung (5.8) eignet sich damit hervorragend, um den Interpolanten
um zusétzliche Stiitzpunkte zu erweitern. Man startet mit (xg, yo) und fiigt
dann immer weitere Stiitzpunkte hinzu.

Die Berechnung der dividierten Differenzen selbst kann auf &hnliche Weise
wie in Lemma 5.3 erfolgen. Dazu betrachte

Pon(@) = [£0, -, Taly - wnl@) + [20,- s Tty - i (@) + -+
Nach (5.5) ist aber

(z — xO)pl,n(l’) — (z - %)po,n—l(x)

pO,n(x) —

[z1, .. xply -+ = [xo, . Ty a4
Ty — X0 '

Koeffizientenvergleich zum fithrenden Term z" links und rechts ergibt die
Rekursionsformel

(1, ... xply — [Toy -+, Tpo1]y
Ty — Xy .

[z, ..., xply = (5.9)
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Man kann (5.9) sogar noch etwas allgemeiner formulieren (ohne Beweis,
vgl. Lemmata 7.8 und 7.11 in Deuflhard/Hohmann):

Satz 5.5: Dividierte Differenzen

Die dividierte Differenz [xo, ..., x,)y gendgt fir x; # x; der Rekursionsfor-
mel
TOy ooy Tjyee s Tp|y — |20y ey Ljyenn, @
[0, ..., x|y = 20, ly — [0 ! nly : (5.10)
i — Ty

wobei das Symbol ~ anzeigt, dass der entspechende Knoten weggelassen
wird (seinen Hut nehmen muss).

Zur Bestimmung der dividierten Differenzen kann man damit wie beim Sche-
ma von Aitken-Neville vorgehen.

Algorithmus 5.2: Dividierte Differenzen

fire=0:n

[zily = yi
firk=1:n
fire=%k:n
[xi_]“ . ,:Ci]y — [Iz‘—kﬂ, . -Jz‘]y - [aji—lﬁ . 7552'—1]:9
Ty — Ti—k
Schema:
Yo = [zo]y
¢
Y = [21]y — [xo, 1]y
Yn—1 = [Tna]ly — — [To, ..., Tn_1]y
N\
Yn = [T4) — = zy,omply = (o, Ty
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Beispiel: Wir berechnen das Interpolationspolynom zu den Werten

x‘O
yi | 1

mit Hilfe der Newtonschen dividierten Differenzen:

1 2 3
2 01

]
)

[zoly =1

[z1]y = [zo, 1]y =1

22y =0 [y, 2]y = =2 [wo, 21, 22]y = =3

[z3ly =1 [zo,x3ly=1 |21, 29,23y = % T, L1, T, T3]y = 1

Das Interpolationspolynom ist daher

pos(z) = 1+1($—O)+(—%)(LE—O)(JS—1)—|—1(:B—0)($—1)(£E—2)
= 2% —4.52° + 4.5z + 1.

Die Auswertung des Interpolanten erfolgt zweckméfligerweise mit einer Mo-
difikation des Hornerschemas (Algorithmus 2.1 aus Kapitel 2):

Pon(®) = ao + (& — @) (a1 + (2 — 21) (a2 + (& = 22) (- (& = 2n1)an) )).

Komplexitiat Berechnung dividierte Differenzen:  const. - n?

Auswertung mit Horner: const. - n

Die dividierten Differenzen haben eine Reihe wichtiger Eigenschaften:

® [xg,...,x,]y ist symmetrisch in allen Stiitzstellen, die Reihenfolge in
der Liste xg, ..., x, spielt keine Rolle.
® [xg,...,x,]y ist eine Linearkombination der Stiitzwerte und kann als

Differenzenquotient interpretiert werden (bei einfachen Stiitzstellen),
etwa mit einer Funktion y : R — R und z; = x¢ + I
y(@1) —y(zo)  y(wo +h) — y(zo)

o,y = S0 SR

und somit (falls y differenzierbar ist)

lim|[xg, 20 + hly = y'(x0).
h—0
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e Produktregel analog zur Leibnizregel fiir Ableitungen:

n

(g, ... xpl(y - 2) = Z[xo,...,xk]y- 7 o P

5.5 Erweiterter Mittelwertsatz und Restgliedformel

Gehen wir nun zur Diskussion der Approximationsaufgabe iiber. Hierzu
verkniipfen wir die Datenpunkte (z;,y;) mit einer Funktion f, d.h. es gilt

y; = f(x;) oder kurz y; = f;.

Wie gut approximiert der Interpolant die Funktion f7 Diese Frage wird im
folgenden iiber die Darstellung mit dividierten Differenzen beantwortet.

Zunichst sei f € C"[xg,x,] und p = py,, dessen Interpolant in den Stiitz-
punkten (xg, fo), ..., (s, fn), wobei zg < 21 < -+ < zy,.

Das Restglied ist die Differenz f — p, eine Funktion, die ebenfalls n mal
stetig differenzierbar ist. Es gilt mit dem Satz von Rolle:

f — p hat mindestens n 4+ 1 Nullstellen;
D(f —p) = f' — p' hat mindestens n Nullstellen;

D"(f — p) hat mindestens eine Nullstelle, genannt &.

In der Stelle £ ist

D"f(§) = D"p(§)
= D"([zo]f - wo(§) + -+ [mo, ..., 2] [ - wi(§))
= [xg,...,x,]f D"w,(§)

= [zo,...,zp|f - n!.

Die letzte Umformung folgt dabei aus

Insgesamt erhédlt man damit den folgenden Satz.
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Satz 5.6: Erweiterter Mittelwertsatz

Fir f € C"[xg, x,] existiert ein & € [xg, x,] mit

D" f(&
(o, ... @] f = |()
n!
Der Satz gilt natiirlich auch fiir eine Teilmenge x; g, ..., x; von Stiitzstellen
mit entsprechend geringerer Differenzierbarkeitsordnung &, d.h.
Dk
[Tigy -l f = ]f'(ﬁ)'

Der Fall k = 1 liefert den iiblichen Mittelwertsatz, denn mit x := x;_1 und
h := x; — x; 1 ergibt sich

fle+h) - f(z)
h

Im folgenden sei f sogar n + 1 mal stetig differenzierbar und x eine belie-
bige zusétzliche Stiitzstelle. Das Polynom ¢ € P, interpoliere f in den

Stiitzstellen xg, x1,...,x,, T.

= f'(¢) fiirein &€ [z,x+ ]

Nach der Newtonschen Interpolationsformel (5.8) gilt

q(z) = p(z) + [0, ..., Zn, T| f - W1 (T)

und damit an der Stelle z

f(@)—p(@) =q@) —p&) =0, ., Tn, Z)f - wWpr1(T) .

Die dividierte Differenz [z, ..., z,, z]f kann nach dem erweiterten Mittel-
wertsatz (Satz 5.6) durch die (n+1)-te Ableitung von f ausgedriickt werden.

Mit Umbenennung z — x folgt schliesslich die Restgliedformel.
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Satz 5.7: Restgliedformel

Fir f € C"Ya, b] existiert ein & € [a,b] mit

D™ f(E)
f(ﬂ?) —p(SU) = wn+1($) (n + 1)' )
wobei a = min(zy, ..., z,,x) und b := max(x,...,x,, x). Die Zwischen-

stelle & hingt von x ab.
Mit diesem Satz hat man eine aussagekriftige Darstellung des Approxima-
tionsfehlers bei der Polynominterpolation an der Hand (siehe Ubung).

Das iibliche Vorgehen fiir eine globale Abschitzung des Approximationsfeh-
lers ist wie folgt: Mit der Restgliedformel hat man

(s @)l - (s [0 101

z€la £€lab]

— <

max [f(x) = p(@)l < =,

Um diese obere Schranke zu berechnen, ist |D""! f| zu bestimmen und auf

[a, b] abzuschitzen. Desweiteren ist |w,.1| abzuschitzen. Fiir n < 2 kann

dies explizit durch eine Kurvendiskussion von w1 erfolgen. Allgemein gilt
die (sehr) grobe Abschétzung

wrr(@)] = [ e = @il < (0 = a)"*!
i=0

falls a = 29 < 21 < --- < x, = bund x € [a,b]. Feinere Abschétzungen sind
moglich, wenn = auf ein bestimmtes Teilintervall von [a,b] eingeschrankt
wird.

Es stellt sich die Frage nach einer optimalen Wahl der Stiitzstellen in einem
Intervall [a, b] um den Approximationsfehler klein zu halten. Fiir allgemeine
Funktion f fiihrt dies auf das MinMax-Problem

m[a%] (z —zo)(z —21) -+ (x —x,)] — min.
x€|a,

Dies ist dquivalent zur Bestimmung eines Polynoms in P, mit fiihrendem
Koeffizient eins und minimalem Absolutbetrag. O.B.d.A. betrachten wir
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Abbildung 16: Tschebyscheff-Polynome T3y und 75, als Beispiel.

das Intervall [—1, 1] (affin-lineare Transformation des Intervalls [a, b]). Das
MinMax-Problem wird von dem Tschebyscheff-Polynom T, .1 gelost (bis auf
ein skalares Vielfaches). Die Definition der Tschebyscheff-Polynome lautet

T, (x) = cos(n arccos(z)) fir n=0,1,2,...
mit z € [—1, 1] und sie geniigen der Rekursion
To(x) =22T, 1(x) — T—o(z) fir n>2

mit Startwerten 7y(z) = 1 und Ti(x) = . Diese Formel gilt fiir beliebiges
x € R. Das Polynom 7T}, besitzt n + 1 Nullstellen

21+ 1
x; = COS T fir +=0,1,...,n.
n+1 2

Die Wahl dieser Stiitzstellen liefert das gesuchte Minimum. Diese Stiitz-
stellen nennt man auch Tschebyscheff-Knoten oder Tschebyscheff-Abszissen.

Satz 5.7 gilt, wie auch die iibrigen Aussagen zu den dividierten Differenzen,
ebenfalls im Fall mehrfacher Stiitzstellen.
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Der Approximationssatz von Weierstrafl besagt, dass jede stetige Funktion
auf einem kompakten Intervall gleichméfig beliebig genau durch ein Poly-
nom approximiert werden kann. Genauer: Zu f € Cfa, b und ¢ > 0 existiert
ein Polynom p (Grad nicht spezifiziert) mit

max |f(z) — p(z)| <e.

z€[a,b]
Um f durch Interpolationspolynome zu approximieren sei eine Folge von
Zerlegungen

Ay = {Z’(-m) ra < ZU(()m) < xgm) < < x(mll < ngl) < b}

J N

gegeben. Diese Folge wird als immer feiner werdend vorausgesetzt, d.h.

lim max{|a — xém)|, \xgm) — I(()m)\

(m) _ ,.(m) _m)y
00 L xnm—1|7 ‘b L, |} 0.

NN

Man koénnte vermuten, dass dann das korrespondierende Interpolationspo-
lynom gleichméflig gegen f konvergiert, zumindest fiir eine gute Wahl der
Stiitzstellen (z.B. Tschebyscheff-Knoten). Der Satz von Faber zeigt jedoch,
dass dies nicht der Fall ist. Zu jeder Folge von immer feiner werdenden
Stiitzstellen A,, existiert eine Funktion f € Cla,b], so dass die Interpolati-
onspolynome nicht gleichméflig gegen f konvergieren.

Zu jeder gegebenen Funktion f € Cla,b] existieren individuelle Folgen von
Zerlegungen A,,, so dass die Interpolationspolynome gleichméfig gegen f
konvergieren. Jedoch gibt es kein Konstruktionsprinzip fiir diese individuel-
len Zerlegungen. Eine universelle Zerlegung A,,, welche die Konvergenz fiir
beliebiges f € Cla, b] garantiert, existiert nach dem Satz von Faber nicht.
Daher sind andere Interpolationsmethoden zur Approximation vorzuziehen,
siehe Kapitel 7.
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5.6 Kondition der Interpolationsaufgabe

Das Interpolationspolynom soll an der Stelle x ausgewertet werden, d.h.

y = p(x).

Wie héngt y von den Daten (x;,y;), i =0,1,...,n, sowie x ab? Als Kondi-
tionszahlen treten auf, vergleiche Lagrange-Interpolation (5.4),

W _ 9y _ % e L
L-pa) gr-Lle), g% =—p@) L)

Die ersten beiden Ableitungen sind klar. Um die dritte einzusehen verschiebt man (z;, y;)
auf p nach (z;,y;) := (z; +¢,p(x; + €)). Es sei p. das Interpolationspolynom zu (z;, y;)
und (z;,y;) fur j # i sonst. Wegen der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms gilt somit
p- = p fiir alle hinreichend kleinen € € R, d.h. p. ist beziiglich ¢ eine konstante Funktion.
Mit der Kettenregel der Differentiation folgt

_ dps _ aps afz ape 8?71

T 0w 0e on o

An der Stelle € = 0 erhalten wir dann

0= dp _Op ox; dp Vi
o dele=o OFile=0 O le=q  Oy;le=0 O le=q
=oy/0z; =1 = Li(z) =1 (i)

Dadurch folgt die dritte Ableitung.

Am wichtigsten ist der Einfluss von Fehlern dy; in den Stiitzwerten auf den
resultierenden Wert y, also die Konditionszahlen 0y/0y; = L;(z). Fasst man
diese Konditionszahlen durch

oy Jy 8y) .
I I =N L
H(ayo O’ Oy /) |l ;' (@)l

zu einer Funktion von x zusammen, so ergibt sich mit Maximumbildung die
absolute Konditionszahl

A, := max L;(x)].
me > o)
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Man bezeichnet A, als Lebesgue-Konstante. Sie hdngt von der relativen
Lage der Knoten zueinander ab (Ubung). Fiir dquidistante Knoten wiéchst
A, schnell iiber alle Grenzen (Intervall [—1, 1] betrachtet):

n | A,, dquidistant | A,,, Tschebyscheff-Knoten
5 3.106 2.104
10 29.891 2.489
20 10986.534 2.901

Genauer zeigt sich, dass A,, exponentiell mit n bei dquidistanten Stiitzstellen
anwachst, wahrend fiir die Tschebyscheff-Knoten nur ein Wachstum von
log(n) vorliegt.

Man beachte, dass > . ,|Li(x)| bei dquidistanten Knoten sein Maximum
erreicht, falls x ganz links aussen oder ganz rechts aussen liegt, d.h. x
zwischen zy und z; oder x zwischen x,_ 1 und z,. Einen Interpolanten zu
aquidistanten Stiitzstellen sollte man deswegen nur zur Approximation im
Zentrum einsetzen und nicht in ganz [a, b].

Wahlt man dagegen die Knoten nicht dquidistant sondern nach Tschebys-
cheff (siehe Beispiel unten), so werden die Stiitzstellen in den Randzonen
verdichtet. Dadurch wird die Kondition entscheidend verbessert, d.h. die
Konstante A, relativ klein gehalten.

Beispiel: Essein =12, z; = ¢ firi =0,...,nund y; = 1 fiir ¢ # 7. An der Stelle z; = 7 sei
yr = 2. Abb. 17 zeigt das Ergebnis. Der Interpolant sieht in der Mitte relativ “gut” aus, am
Rand neigt er zu starken Oszillationen. Stért man y; zu y; = 2.2, &ndert sich der Interpolant
vor allem am Rande schon relativ stark. Abhilfe schafft die Verwendung der Tschebyscheft-
Knoten, da sie am Rand verdichtet auftreten und fiir sie die die Polynominterpolation
besonders giinstige Eigenschaften aufweist. Transformation auf [0, 12] liefert den in Abb. 18
dargestellten Interpolanten, wobei y; = 2 und y; = 1 sonst gesetzt wurde.
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Interpolant, y(7) = 2

30 T
20 b
10
0
-10 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12
Interpolant, y(7) = 2.2
30 T
20 .
10
0
_lo | | | | |
0 2 4 6 8 10 12
Differenz der Interpolanten
4 T
2 -
0 - -
-2 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12
X
Abbildung 17: Interpolation mit dquidistantem Gitter.
Interpolant zu Tschebyscheff-Knoten
30 T \ T
20 f
10| f
0 ro—6—6o—6— o ——  —o o —6o6————6—06-
_10 | | | | |
0 2 4 6 8 10 12
X

Abbildung 18: Interpolation mit Tschebyscheff-Knoten.
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Abschliessende Bemerkungen zur Polynominterpolation

e Der Approximationsfehler bei der Polynominterpolation hingt ent-
scheidend von der Wahl der Stiitzstellen ab. Sie sollten so gewéhlt
werden, dass w,.1(x) klein bleibt. Die Tschebyscheff-Knoten erfiillen
diese Forderung, siehe Deuflhard/Hohmann, Abschnitt 7.1.4.

e Nach Weierstraf gibt es zu jeder auf einem Kompaktum stetigen Funk-
tion f ein Polynom p, das diese beliebig genau approximiert. Dieser po-
sitiven Aussage steht aber der Satz von Faber (Stoer, Abschnitt 2.1.4)
gegeniiber: Zu jeder feiner werdenden Folge von Stiitzstellenverteilun-
gen gibt es eine stetige Funktion f, so dass die Folge der Interpolanten
nicht gleichméfig gegen f konvergiert.

Wie ist nun die Polynominterpolation zu werten, wenn wir die zu Beginn die-
ses Kapitels diskutierten Anforderungen an die Interpolation bzw. Approxi-
mation betrachten?

Positiv ist, dass fiir die Polynominterpolation eine abgeschlossene Theorie
vorliegt: Existenz und Eindeutigkeit der Interpolationsaufgabe ist gesichert,
und fiir die Approximationsaufgabe liegt mit der Restgliedformel eine aus-
sagekriftige Fehlerformel vor. Die Berechung des Interpolanten kann einfach
(rekursiv!) iiber die Dividierten Differenzen erfolgen, und die Funktionsaus-
wertung iiber das Lemma von Aitken.

Jedoch iiberwiegen die negativen Eigenschaften: Die Berechnung des Inter-
polationspolynoms ist durch eine hohe Komplexitit (O(n?), und nicht O(n))
gekennzeichnet. Weder liegt Formerhaltung vor, noch léasst die Analyse der
Kondition der Interpolationsaufgabe auf einen “schénen” Interpolanten hof-

fen. Vielmehr erwarten wir fiir groffes n immer stérkere Oszillationen am
Rande.

Wieso dann iiberhaupt Polynominterpolation?

Die Polynominterpolation ist in der Numerik meist ein Hilfsmittel, um konti-
nuierliche Information bzw. Funktionen in diskrete zu transformieren. So ist
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sie etwa zentrales Hilfsmittel, um Quadraturformeln zu gewinnen. Dabei be-
schrankt man sich auf einen Polynomgrad kleiner gleich 7 (Newton—Cotes—
Formeln) oder ist insbesondere an einer Auswertung in der Intervallmitte
interessiert (Extrapolationsverfahren). Mehr hierzu in Kapitel 7.

In Kapitel 6 werden wir dann die Frage beantworten, wie die Interpolations-
aufgabe mit in n linearer Komplexitdit erfiillt werden kann, die den beiden
Forderung nach shape preserving und visually pleasing geniigt.
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Kapitel 6

Splineinterpolation

Mit wachsendem Grad verliert die Polynominterpolation rasch ihre guten
Eigenschaften: Der Aufwand zur Konstruktion des Interpolanten wachst
quadratisch mit der Anzahl der Stiitzstellen, und der Interpolant wird sehr
empfindlich gegeniiber kleinen Datenédnderungen. Als Alternative bietet sich
eine stiickweise Konstruktion mit Polynomen von niedrigem Grad an.

6.1 Motivation

In vielen Anwendungen ist eine grofle Zahl an Datenpunkten zu verarbeiten
bzw. zu interpolieren. Ein natiirlicher Zugang ist dann die Aufspaltung der
Daten und damit auch des Interpolanten. Im folgenden wird der Interpolant
nur noch stiickweise definiert und aus Polynomsegmenten zusammengesetzt.
Die darauf basierenden Polynom-Splines haben sich als das ideale Werkzeug
fiir viele Interpolations- und Approximationsaufgaben erwiesen.

Wie bei der Polynominterpolation gehen wir von n + 1 Stiitzpunkten

(an yO)? SR (xnu yn)

aus. Die Unterteilung bzw. das Gitter sei monoton und bestehe aus paar-
weise verschiedenen Knoten, d.h.

A=) <1 <2< < Tp1<xp,=>0.
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Abbildung 19: Interpolation der gleichen Stiitzpunkte mit linearem Spline/Polygonzug
(oben), quadratischem Spline (mitte) und kubischem Spline (unten).
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Der Interpolant s : [a,b] — R soll nun erfiillen
s(z;) = v fir i=0,1,...,n.

Der einfachste Fall eines stiickweise zusammengesetzten Interpolanten ist
der Polygonzug. Ein stiickweise linearer Ansatz fiithrt auf
Lit1 — T L — T

s(2) = yi———— + Yir1—

fir o, <z <. (6.1)
Lit1 — i Lit1 — Li

Abb. 19 zeigt ein Beispiel. Ein Vorteil ist, dass dieser Interpolant sofort
aufgestellt und einfach ausgewertet werden kann. Der Polygonzug ist stetig,
jedoch nicht stetig differenzierbar.

Wir mochten zumindest einen iiberall (global) glatten Interpolanten, d.h.
s € Clwg,z,], erhalten. Um dies zu erreichen, definieren wir stiickweise
quadratische Polynome

s(x) = a; + bi(x — ;) + ci(x — x;)? fir z; <z <x41.

Die unbekannten Koeffizienten a;,b;, ¢; konnen derart bestimmt werden,
dass die Interpolationsbedingungen erfiillt sind und der Interpolant an den
Stiitzstellen stetig differenzierbar ist. Abb. 19 enthélt ebenfalls diesen Fall
fiir den Beispieldatensatz. Wir erkennen einen “welligen” Verlauf des Inter-
polanten, d.h. ein Uberschwingverhalten tritt auf.

Oft mochte man einen global zweimal stetig differenzierbaren Interpolanten,
d.h. s € C?[xg, x,), benutzen. Der Ansatz

s(z) = a;j+bi(x—x;)+ci(v—x;)* +di(x —2;)* fir z; <z <wxqi. (6.2)

mit stiickweise kubischen Polynomen erlaubt diese Konstruktion. Das Bei-
spiel aus Abb. 19 verdeutlicht, dass der resultierende Interpolant auch eine
insgesamt “schonere” Form (weniger wellig) aufweist.

Diese Vorgehensweise fiihrt auf die folgende Definition von Splines.
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Definition 6.1: Splines von Grad k

Seixg <z < ...<xy und k € N. Dann heifit s : [xg, z,] = R Splinefunk-
tion vom Grad k, wenn s € C* zg, x,] und

s(x) =pi(x) fir z; <z <z

mit Polynomen p; € Py fiirt =0,...,n — 1. Die x; sind die Knoten, und
die Menge aller solchen Splines wird mit Si(x, ..., ,) bezeichnet.

Man beachte, dass die Definition des Splines nur die Knoten xy, ..., z, aber
nicht die Stiitzwerte vy, . . ., yn, d.h. die Interpolationsbedingungen, benutzt.

Fir £ = 0 hat man Treppenfunktionen, fiir & = 1 Polygone, fiir k =
quadratische Splines und fiir k¥ = 3 kubische Splines.

Die Summe zweier Splinefunktionen und ihr skalares Vielfaches sind selbst
Splinefunktionen des gleichen Grades und mit den gleichen Knoten. Deshalb
bildet Si(zo,...,x,) einen Vektorraum.

Der englische Name Spline steht fiir die im Schiffsbau verwendeten Latten
oder Leisten aus astfreiem Holz oder Stahl, die mit Stiften oder Gewichten
an bestimmten Stellen fixiert werden. Der Zusammenhang mit der Interpo-
lationsaufgabe wird weiter unten erlautert.

Von besonderer Bedeutung sind die kubischen Splines (k = 3). Spricht man
nur von Splines ohne Angabe des Grads, so sind kubische Splines gemeint.

Wir erlautern kurz eine rekursive Konstruktion fiir einen kubischen in-
terpolierenden Spline. Sei s;(z) der Interpolant im i-ten Teilintervall fiir
1 = 0,1,...,n — 1. Nun wird sy derart gewéhlt, dass die Bedingungen
so(zg) = yo und sg(z1) = y; erfiillt sind (z.B. interpolierende Gerade).
Sei s;_1 bereits gegeben. Wir bestimmen s; derart, dass s;(z;) = y; und
si(Tit1) = yiy1 gilt. Zudem soll der globale Interpolant an der Stelle x;
zweimal stetig differenzierbar sein. Es folgen die Koeffizienten (vgl. (6.2))

a; =y, bi=s_i(x;), ¢ =3is](x),
—y; — his_y(x;) — shist_((xi))
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mit h; = ;41 — x;. Eine geeignete Wahl der beiden Freiheitsgrade in s
(nur zwei statt vier Bedingungen) muss noch stattfinden. Es zeigt sich, dass
Randbedingungen von Vorteil sind, d.h. eine Bedingung an s, und eine
Bedingung an s, ;. Somit entsteht statt der Rekursion dann ein lineares
Gleichungssystem fiir die Koeffizienten.

6.2 Hermite-Interpolation

Bei der Hermite-Interpolation méchte man einen global stetig differenzier-
baren Interpolanten p erhalten. Zudem sind neben den {iblichen Interpola-
tionsbedingungen auch Ableitungswerte vorgegeben:

(1‘0, Yo, y(l))7 S (.ﬁlﬂ'n, Yn, yall)

Der Hermite-Interpolant p soll die Bedingungen

plz) =y, pPla) =1y firi=0,1,...,n

erfiillen. Diese Aufgabe kann mit stiickweise kubischen Polynomen gel6st
werden. Sei s; € P3 der Interpolant im i-ten Teilintervall. Die resultierenden
Forderungen sind

si(@) = yi,  Si@ip1) = Yirr,  Si(@) =i, (@) = Yo -

Wir erhalten somit vier Bedingungen fiir die vier unbekannten Koeffizienten
in (6.2). Zudem sind die Forderungen an s; unabhéngig von s; fiir j # i. Es
ergibt sich folgender Interpolant (Ubungsaufgabe)

mit h; := x;41 — x; und t = (x — x;)/h;. Die beteiligten Basisfunktionen
lauten

d(t) = 1—3t2+ 23,

Dy(t) = 3t% — 217,

Ps(t) = t— 262 + 13,

Dy(t) = 2413
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Man beachte, dass der konstruierte Hermite-Interpolant hier kein Spline
laut Def. 6.1 ist, da Polynome vom Grad 3 verwendet werden jedoch global
nur eine einmal stetig differenzierbare Funktion vorliegt.

Man kann y;,...,y, so vorgeben, dass ein Hermite-Interpolant folgt, der
formerhaltend ist. Die Methode nach Fritsch/Carlson erhélt z.B. die Mono-
tonie bei Daten yo <y; < -+ <y, baw. yo > y1 > -+ > Y.

Fiir das Auge sind Spriinge in der Kriimmung einer Kurve (also Spriinge
in der 2. Ableitung) noch wahrnehmbar. Ein Interpolant aus C?[a,b] ist
daher der Hermite-Interpolation oft vorzuziehen. Wir verwenden im folgen-
den den kubischen Hermite-Interpolanten zur Konstruktion eines kubischen
Spline-Interpolanten, indem die Ableitungswerte yj, . ..,y, derart gew#hlt
werden, dass die Funktion global zweimal stetig differenzierbar wird und
Randbedingungen erfiillt sind.

6.3 Kubische Spline-Interpolation

Fiir die zwei Randbedingungen des interpolierenden kubischen Splines wah-
len wir eine der drei folgenden Moglichkeiten:

(i) natirliche Randbedingungen:  s"(xg) =0, §"(z,) = 0.

/

(i) wollstindige Randbedingungen: ' (xo) = vy}, s'(zn) = Y,
wobei y; und ¥/, vorzugeben sind.

(iii) periodische Randbedingungen: ' (xq) = s'(x,), §"(xo) = §"(x,),
welche nur im Fall yy = y,, (periodische Daten) sinnvoll sind.

FEine weitere Moglichkeit, die wir nicht ndher behandeln, ist die not-a-knot-
Bedingung. Hierbei betrachtet man Splines laut Def. 6.1 zum reduzierten
Knotensatz xg, xs, ..., x, o, x,. Dafiir werden bei den Randfunktionen nun
die Interpolationsbedingungen so(z1) = y1 und Sepa(,-1) = yn—1 gefordert.
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Berechnung des Spline-Interpolanten

Nach dem oben gesagten ist der Interpolant s intervallweise ein Polynom
dritten Grades, d.h.

s(z) = si(x) = a; + bj(x — ;) + cilw — 2;)* + di(x — x;)°,  x; < <z
s; geniigt den Forderungen

si(®i) = yi,  si(@iv1) = Yinr,  si(Ti) =biy i (Tig1) = biga,
mit a; = y; und weiteren, noch unbekannten Koeffizienten b;, ¢;, d;.

Uber die Formeln der Hermite-Interpolation erhilt man folgende Darstel-
lung

si(x) = yi(1 =3t +26%) + bhi(t — 26% +13) + i1 (32 — 26%) + b hi(— 2 +13)
sowie
sh(x) = 2 (6t — 6t2) 4 bi(1 — 4t + 3t%) + bi1 (=2t + 3t%) .

Dabei ist h; := x;01 — x;, t == (r — x;)/h; und z; = (yix1 — yi)/hi. Die
Koeffizienten ¢; und d; sind durch diese Konstruktion ebenfalls festgelegt.
Nur die Steigungen b;, b; 11 sind noch frei.

Als Hermite-Interpolant ist s aus C'[a, b]. Die zweite Ableitung lautet
Im Knoten x; soll s”(z;) stetig sein, d.h.

0 = 5;/(%’) _5;/—1(372')

= (6ZZ — 4[)2 — sz—i—l)/hz — (—6Zi_1 + 2[)7;_1 + 4bz)/hz_1 .

Die unbekannten Steigungen b; geniigen also den Bedingungen

bi—1 2 2 bit1 Zi-1 | %
— | b; =3 — 6.4
e (h,-_l i hi) T (hi_l i hz«> (6.4)

firi=1,...,n— 1.
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Insgesamt liegen n — 1 lineare Gleichungen fiir n + 1 Unbekannte vor. Die
verbleibenden 2 Unbekannten werden iiber die Randbedingungen bestimmt.

Am einfachsten ist der Fall der vollstdndigen Randbedingungen. Hier ist
bo =y, und b, = y,, vorgegeben. Zu lésen ist ein LGS

b1 3(20/h0+21/h1)—b0/h0
bg 3(21/h1 +22/h2)
A : = :
bn 3(zn—3/hn—3 + Zn—Q/hn—2>
bn—l S(Zn—Q/hn—Q + Zn—l/hn—l) - bn/hn—l
mit Tridiagonalmatrix
(F+#) &
1 2 2 1
ht (m + r) ha
A= .
1 < 2 2 > 1
hn—S hn—S hn—2 hn—2
hnl_z (hn2—2 + hn2—l>

Die Matrix A ist strikt diagonaldominant (sowohl starkes Zeilensummen-
kriterium als auch starkes Spaltensummenkriterium sind erfiillt). Somit ist
GauBelimination ohne Pivotsuche moglich. Insbesondere ist die Matrix re-
guldr wegen der Diagonaldominanz. Der Rechenaufwand ist proportional
zu n aufgrund der tridiagonalen Struktur! Die Matrix A ist sogar symme-
trisch und positiv definit. Die Cholesky-Zerlegung bei Tridiagonalmatrizen
ist jedoch teurer als der Gau-Algorithmus.

Im Fall natiirlicher Randbedingungen (s”(z¢) = s”(x,) = 0) sind zusétzlich
zu (6.4) die beiden Gleichungen

bo b 20
224 1 — 32
hg + hg hg
bn—l bn Zn—1
2 = 3

fiir bp und b,, mit zu 16sen. Wiederum ist das LGS tridiagonal und strikt
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diagonaldominant, diesmal aber von der Dimension n + 1

bo \ 3ZO/h0
bl 3(20/h0+21/h1)
A : = :
bn—l S(Zn—Q/hn—2 + Zn—l/hn—l)
by, / Szn—l/hn—l

Periodische Randbedingungen ergeben wegen by = s'(z¢) = s'(x,,) = b, nur
eine weitere Unbekannte. Aus s”(zg) = s”(x,) erhdlt man als Gleichung
fiir by (oder betrachte (6.4) im Fall ¢ = 0 und ersetze Index —1 durch n —1)

bp—1 2 2 by 20 Zn-1
— bp+-—=3— :
Pt (ho " hn_1> O g (ho T
Insgesamt folgt ein LGS der Ordnung n fiir by, b, ..., b, 1. Die Koeffizi-

entenmatrix ist nur beinahe tridiagonal. In der rechten oberen und in der
linken unteren Ecke hat man das Extraelement 1/h,,_1:

1 1 2 2
\ hn—l hn—2 (h'n—Q + hn—l) )

In allen drei Fillen ist das Ziel erreicht, den Interpolanten mit der Kom-
plexitat const. - n zu berechnen. Die Formulierung eines Algorithmus ergibt
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sich von selbst, man stellt die Matrix A und rechte Seite auf und 16st nach
den Steigungen auf. Zur Auswertung des Interpolanten greift man dann auf
die intervallweise Darstellung (6.3) iiber die Hermite-Interpolation zuriick.

Eigenschaften des Spline-Interpolanten

Der kubische Spline-Interpolant hat gewisse Optimalitdtseigenschaften be-
ziiglich der Gesamtkriimmung von interpolierenden Funktionen. Dabei ist
die (lokale) Kriimmung einer Kurve/Funktion f € C?[a, b] definiert als

(@)
(L5 F/ @)

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass f'(z) =~ 0 gilt, d.h. ndherungsweise
k(z) = f"(x). Die Gesamtkriimmung definieren wir als quadratisches Mittel

k() =

der Kriimmung durch Aufintegrieren

K= ([ swrar) " (65

Wir werden nachweisen, dass der interpolierende kubische Spline minimal
beziiglich der Gesamtkriimmung ist und somit ein Uberschwingverhalten
vermeidet. Sei s der interpoliernde Spline. Im Fall von natiirlichen Randbe-
dingungen ist daher zu zeigen

K(s) < K(f)

fiir jede Funktion f € C?xg, x,] mit f(x;) =y, fiir i = 0,1,...,n. (Es wird
nicht f"(xg) = f"(x,) = 0 gefordert.) Im Fall von vollstdndigen Randbe-
dingungen lassen wir nur Funktionen f zu mit f'(xy) =y} und f'(x,) = y,,.
Bei periodischen Randbedingungen beziehen wir uns auf Funktionen f mit
f'(xo) = f'(x,), wahrend f(xg) = f(z,) bereits wegen der Voraussetzung
Yo = Y, erfiillt ist.
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Lemma 6.2: Integralrelation

Sei s der kubische Spline-Interpolant zu Daten (x;,vy;) fir i = 0,1,....n
mit natirlichen / vollstindigen / periodischen Randbedingungen. Ist nun
f € C?xg,x, ein anderer Interpolant mit analogen Eigenschaften, dann
qilt

/ (f"(z) = §"(z))s"(z)dz = 0.

Zo

Beweis:

Wir spalten das Integral auf in

Tn n—1 Tit1
/ (f//_S//)S// dm:Z/ (f//_S//)S// dz .
xo i=0 €T

Partielle Integration in den Teilintervallen liefert

Tit1
ziﬂ _/ (f/ _ S/)S(3) dr.

Ti41
/ (f// _ S//)S// dx — (f/ o S/)S//

Eine weitere partielle Integration zeigt

Ti41 . Ti41
[ ar= -9 = [0 =0

wegen der Interpolationsbedingung s(x;) = f(z;) fiir alle 4 und s = 0. Es folgt mit der
globalen Stetigkeit von f’) s, s” nun

/ (f" = s")s" dw = (f'(b) = 5'(0))s"(b) — (f'(a) — 5'(a))s" (a).
zo
Die Behauptung folgt nun in den drei Féllen:

i) natiirliche Randbedingungen: s”(a) = s”(b) =
ii) vollstandige Randbedingungen: f'(a) = s'(a) :

iii) periodische Randbedingungen: f'(a) = f'(b), s'(a) = §'(b), s"(a) = s"(b). O

Die Aussage aus Lemma 6.2 gilt auch, wenn nur f € C'[a, b] vorliegt aber f
stiickweise (beziiglich der Unterteilung zy < x; < --- < x,,) zweimal stetig
differenzierbar ist. Nun folgt die Minimaleigenschaft.
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Satz 6.3 Optimalitit des kubischen Splines

Sei s der kubische Spline-Interpolant zu Daten (z;,y;) firi=0,1,...,n mit
natirlichen / vollstindigen / periodischen Randbedingungen. Dann gilt die
Relation

[ewprars [Cyr@)?a

bei jeder interpolierenden Funktion f € C?[a,b] im Fall (i), bei entspre-
chenden Funktionen mit f'(a) = y, und f'(b) = y|, im Fall (ii) und bei
Funktionen mit f'(a) = f'(b) im Fall (iii).

Beweis:
Es gilt allgemein
(f//)Q — (f// o 8/1)2 + Q(f” o S”)S” + (S”)2 Z 2(f// o S//)S// + (8”)2.
Mit der Monotonie des Integrals und Lemma 6.2 hat man
/ (f//)Q dzr Z 2/ (f// o S//)S// dr +/ (S//)de — / (8”)2 dzr.
ooy) xo o Zo

Damit hat man bereits die Behauptung gezeigt. U

Dieser Satz besagt, dass unter allen interpolierenden Funktionen der kubi-
sche Spline mit entsprechenden Randbedingungen eine minimale Gesamt-
kriitmmung besitzt. Wir erwarten daher, dass der Interpolant wenig “wellig”
verlauft und ein Uberschwingverhalten vermeidet, vgl. Abb. 19. (Die not-a-
knot-Bedingung fiihrt nicht auf einen optimalen Spline.)

Wie Lemma 6.2 so gilt auch Satz 6.3 fiir Funktionen f € Ca,b], die
stiickweise zweimal stetig differenzierbar sind.
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Ohne Beweis sei noch angegeben (siehe Stoer, Abschnitt 2.4.3):
Satz 6.4: Fehlerformel

Die kubische Splinefunktion s mit Knoten xo < x1 < ... < x, interpolie-
re dort f € C4xg,x,] mit vollstindigen / periodischen Randbedingungen.
Dann gilt im Intervall [z;, x; 1] firi=0,...,n—1

3
=& < ELhiH*
|f//—3//’

|f”/—8m‘ < %L<Z_j+hz>

mit L = max |fW(2)|, hi = xi41 — x;, H = max(ho,...,h,_1).

IA

3
SLH?

Dieser Satz gibt eine Aussage jeweils iiber den maximalen Fehler.

Im Spezialfall von dquidistanten Stiitzstellen mit a = xo und b = x,, gilt
hi = H = (b —a)/n fir alle i. Mit Satz 6.4 folgt

(b—a)

max |f(2) — s(2)] < HL—

x€[a,b] n

Insbesondere ist gleichméflige Konvergenz ist im Fall von &quidistanten
Stiitzstellen somit gegeben. Zudem ist die Konvergenz schnell.

6.4 B-Splines

Als Abschluss der Splineinterpolation stellen wir uns noch die Frage nach
einer geeigneten Basis des Vektorraums Si(x, ..., x,), siehe Def. 6.1. Man
kann sich iiberlegen, dass dieser Vektorraum die Dimension n + k£ besitzt.

Eine fiir theoretische Zwecke giinstige Basis erhédlt man iiber sogenannte
abgeschnittene Potenzfunktionen
j { 2/ falls x> 0,

71 0 sonst. (6.6)
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Abgeschnittene Potenzfunktionen sind also Splines mit einem Knoten. Fiir
7 = 0 erhélt man die Sprungfunktion. Fiir j = 1 entsteht eine stetige Funk-
tion. Bei j > 2 ist die Funktion (6.6) dann (j — 1)-mal stetig differenzierbar.

Es gilt .
d ) - r j+1
d—xi:j-le, / tidt:x+
T —0 J+1
(mit Vorsicht bei j = 1 und = = 0, dort nur einseitige Differentiation).
Eine Basis von Si(xo, ..., 2,) wird nun gebildet von
(1,2, 2% .. 2" (e —2)", .. (x—2, )k ). (6.7)

Ein s € Sk(xg, ..., x,) hat die Darstellung

n—1
s(x) = a0+a1x+...+akxk+2q(x —a:l)’i
i=1

Diese Basis ist fiir die Praxis jedoch unbrauchbar:
1. Fiir eine Auswertung s(x) mit x nahe bei x, sind nahezu alle Basis-
funktionen beteiligt.
2. Fiir Gitter mit stark unterschiedlichen Absténden h; := x; 1 — x; sind

die Basisfunktionen beinahe linear abhéngig.

Man sucht daher nach Basisfunktionen mit mdéglichst kleinem Trdager

supp [ :={z: f(z) #0}.

Die B-Splines (Basis-Splines) erfiillen diese Forderung. Auch sind diese
Funktionen nach Konstruktion dann nichtnegativ.

Nach de Boor koénnen die B-Splines rekursiv definiert werden. Fiir £ = 0
hat man die elementaren Treppenfunktionen

Mo =

)

1 fir €T; S X S Tit1
0 sonst
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t ti‘+l t fi1 tinz t til+l til+2 ti+s
Abbildung 20: B-Splines vom Grad k£ = 0, 1,2 (von links nach rechts).

mit 1 =0,1,...,n—1. Bei £ > 0 gibt man willkiirlich weitere k& Stiitzstellen
(T <)Tpa1 < -+ < Tpayg vor. Fir k > 0 lautet die Rekursion
r — T

Titk — X
M; () = M p-1(x) + L M1 p-1(2).
Litk — Li Litk+1 — Ti+1

Eine Definition iiber dividierte Differenzen existiert ebenfalls. Abb. 20 zeigt
Beispiele.

Im dquidistanten Fall x; = x¢g+ih mit h = (x,—x¢)/n fiiri = 0,1, ... ,n sind
alle B-Splines vom Grak k Transformierte einer einzigen Basisfunktion ¢y
mit dem Trager supp ¢, = [0, k + 1]. Man erhélt die B-Splines iiber

Miy(z) = oy (x 2’”) .

Im nichtaquidistanten Fall ist die Konstruktion der Basisfunktionen auf-
wandiger.

Wir verwenden die B-Splines nicht fiir die Interpolationsaufgabe, sondern
16sen das korrespondierende LGS und werten den Hermite-Interpolanten
aus. Die B-Splines sind jedoch hervorragend bei Aufgaben des Computer-
Aided-Design (CAD), d.h. in der geometrischen Datenverarbeitung.

Fiir weitere Details zu B-Splines muss auf die Literatur verwiesen werden,
siehe Stoer oder Deuflhard/Hohmann. In letzterem Buch findet man auch
einen Abschnitt tiber Bezier-Techniken.
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Kapitel 7

Numerische Quadratur

Unter numerischer Quadratur versteht man die Berechnung des bestimmten
Integrals

b
I(f) = IN(f) = / f(x) de.

Der Name stammt von der “Quadratur des Kreises”, d.h. dem Versuch, zum
Einheitskreis mit Flache 7 ein Quadrat mit gleicher Flache zu konstruieren.
Falls fiir eine gegebene Funktion f keine geschlossene (analytische) Integra-
tion moglich ist, benotigt man numerische Verfahren. Die Verfahren liefern
im allgemeinen nur eine Approximation des exakten Integrals.

7.1 Quadraturformeln

Numerische Verfahren verlangen Integranden, die hinreichend oft differen-
zierbar (“glatt”) sind, d.h. f € C¥[a,b] mit k moglichst grof.

Die Verfahren basieren auf Quadraturformeln
J(f)==>_gif (x:)
i=0

mit Gewichten g; € R und Stitzstellen/ Knoten x; € [a,b]. Man mdchte
J(f) =~ I(f) erhalten. Die Quadraturformel héngt vom Integrationsintervall

ab: J(f) = Ja(f).
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Anforderungen an Quadraturformeln

Das Integral I ist ein lineares, monotones Funktional auf C|a, b] :

o I(af +Bg) =al(f)+ BI(g) tir f,g € Cla,b] und o, B € R,
o f(x) >yg(x) fa x€la,b] = I(f)>1(g) fir f,g€ Cla,b].
Aquivalent: f(x) >0 fa.z € [a,b] = I(f) > 0 (Positivitit)
Zusitzlich ist I additiv beziiglich der Zerlegung [a,b] = [a, 7] U [7, b] mit
a <7< b dbs I(f) = ) = (/) + ().

Die Quadraturformel J soll analoge Eigenschaften haben! Bis auf die Po-
sitivitit sind alle Forderungen durch den Ansatz bereits erfiillt. Positivitéit
erhdlt man bei Wahl nichtnegativer Gewichte g;. Denn dann gilt:

f(x) >0 firalle x €[a,b] = J(f)>0.

Fordert man noch, dass zumindest konstante Integranden exakt integriert
werden sollen, so muss wegen

b n n
[(c):/cdx:c(b—a), J(c):Zgi-c:cZgi
a i=0 i=0

mit der Konstanten ¢ € R gelten

Y gi=b—a,
i=0

d.h. die Summe der Gewichte ist die Intervallbreite.

In diesem Fall lasst sich die Wahl nichtnegativer Gewichte auch durch die
Forderung minimaler Fehlerverstarkung motivieren.

Denn fiir negative Gewichte g; ergibt sich eine Fehlerverstérkung beziiglich der Auswertung
der Funktion f: Ist f(z) die fehlerbehaftete Auswertung mit |f(z) — f(z)| < ¢ fiir alle z,
dann folgt

10 = 3| = |7 - )] =

Z gi(f(x:) — f(z:))

n
SgZ‘gi"
i=0

Die Wahl nichtnegativer Gewichte g; ist optimal: > |g;| = > ¢; = b — a, d.h. minimal!
Negative Gewichte jedoch fithren zu einer groferen Fehlerschranke: Y |g;| > b — a.
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Ubersicht zu Quadratformeln
a) Newton—Cotes—Formeln und Summenformeln, Abschnitt 7.2 und 7.3:

Es sei p € P, ein Polynom, das f(z;) fiir ¢ = 0,1,...,n interpoliert.
Durch die Wahl dquidistanter Stiitzstellen x; legt der Ansatz

A

p(x)
_@/N( )
—t ~
a b
Xg X1 Xo Xz Xg4

Abbildung 21: Idee der Newton—Cotes—Formeln.

Durch Aufteilung des Integrationsintervalls kann man aufgrund der
Additivitédt von J in jedem Teilintervall [z;, ;1 1] eine elementare Qua-
draturformel anwenden und die Teilresultate aufsummieren. Die sich
so ergebenden Summenformeln sind die Basis fiir zwei wichtige Klas-
sen von Verfahren, die durch Adaptivitéat vorgegebene Fehlerschranken

(Toleranzen) einhalten konnen: adaptiver Simpson und Extrapolations-
verfahren (Abschnitt 7.4).

b) Gauf-Quadratur, Abschnitt 7.5:
Wiéhle z;, g; fiir i = 1,...,n, so dass

b n
/ p(z) dz = Zgip(afi)

fiir alle Polynome p mdglichst hohen Grades.
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7.2 Newton—Cotes—Formeln

Die Idee einer sogenannten interpolatorischen Quadraturformel ist wie folgt:
Wihle Knoten a < zg < 21 < -+ < x, < b. Sei p € P,, das Interpolations-
polynom zu Stiitzpunkten (x;, f(x;)) fir i =0,1,...,n. Setze J(f) := I(p).
Es gilt

p(z) = Z [ (@) Li(x)

mit den Lagrange-Polynomen L;. Somit erhalten wir

J(f)z[(p):Zf(a:i)/ Li(z)dx = gi:/ Li(z) dx.

Wir erhalten eine Formel fiir die Gewichte. Die Integrale iiber die Polynome
konnen analytisch bestimmt werden. Der Fehler der Approximation kann
iiber die Restgliedformel untersucht werden. Insbesondere ist die Quadra-
turformel exakt fiir alle g € P,,.

Die Newton-Cotes-Formeln (N.C.F.) sind spezielle interpolatorische Qua-
draturen, bei denen &dquidistanten Stiitzstellen verwendet werden. Die ab-
geschlossenen N.C.F. beziehen die Intervallrdnder mit ein, wihrend offene
N.C.F. diese auslassen, siche Abb. 22. Im folgenden betrachten wir nur ab-
geschlossene Formeln.

h h h
— | —— e e — — abgeschlossen
a=x, X X X1 X=b
| | — e oo — | offen
a Xo X X~ b

Abbildung 22: Knoten in Newton-Cotes-Formeln.
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en = 1: Trapezregel

Die beiden Stiitzstellen ergeben sich zu xy = a, 1 = b, d.h. p ist linearer

Interpolant zu f(a), f(b). Somit

_b—a

(fla) + £(5)

mit Gewichten gy = g1 = bT

A

a b

Abbildung 23: Trapezregel.

(7.1)

Die Analyse des Fehlers R(f) := I(f) — J(f) kann iiber die Restgliedformel der Polynom-

interpolation erfolgen:

b 1
R(f) = / (f(z) —p(z)) dz mit f(z) —p(z) = §(z—xo)(:c—x1)f”(§)

b

(x = @o)(z — 21) f"(§(x)) dz

N | —

O\:- @\

DN | —

tt—h)f"(€{t+a))dt fixr t=x—a, h=>b—a.

Da t(t — h) <0 in [0, h]: Verallgemeinerter Mittelwertsatz der Integralrechnung liefert

h
R(P) = 5167 [ttt = h) de = — (€

mit einer Zwischenstelle £* € [a, b]. Also ist der Fehler der Trapezregel

R(f) = 1(f) = J(f) = —=55h*"(€).
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en = 2: Fassregel (nach Kepler)

Die drei Stiitzstellen sind nun zy = a, 1 = aTer, r9 = b. Damit ist p

quadratischer Interpolant zu f(x), f(x1), f(z2). Somit

=10 ="5" (r@+ar (“50) +50) a2

mit den Gewichten (go, g1, g2) = 22 - (1, 4, 1).

Als Fehler erhélt man fiir h = b’Ta analog zur Trapezregel

R(f) = —g—;f<4> (8)

mit einer Zwischenstelle ¢ € [a, b]. (Ubungsaufgabe)

Die Fassregel ist sogar exakt fir f € Ps, weil dann 4 = 0 gilt.

Alternativer Beweis: Betrachte g(z) = (z — %22)3. Dann ist I(g) = 0 wegen der Symmetrie
der Funktion. Ebenso folgt J(¢) = 0 wegen der Symmetrie ¢(a) = —q(b). Ein beliebiges
p € P35 kann dargestellt werden als p = ag + r mit € R und r € P,. Es folgt

](p):a/ q(x)dx—l—/ r(x)dx:/ r(z) de = J(r) = J(r) + aJ(q) = J(p).

Entscheidende Eigenschaft hier ist, dass die Knoten und Gewichte symmetrisch beziiglich
der Intervallmitte liegen.

Die Kepler’sche Fassregel wird auch als Simpson-Regel bezeichnet.

Die Newton-Cotes-Formeln besitzen jedoch einen entscheidenden Nachteil:
Ab n = 8 ergeben sich negative Gewichte bei den abgeschlossenen Formeln
und ab n = 2 bei den offenen Formeln — daher wenig empfehlenswert!

Darin spiegeln sich die schlechten Eigenschaften der Polynominterpolati-
on bei hoher Anzahl von Stiitzstellen wider. Der Ausweg war die Spline-
Interpolation, d.h. eine stiickweise polynomiale Konstruktion. Dieses Prin-
zip wenden wir im folgenden wieder an.

132



7.3 Summenformeln

Die Idee der Summenformeln besteht in der Einfiihrung eines dquidistanten
Gitters a = 29 < 71 < -+ < x, = b mit x; := a + kh, welches das
Intervall [a, b] in n Teilintervalle der Lange h = b_T“ mit den entsprechenden
Funktionswerten fi := f(z}) zerlegt.

In jedem Teilintervall [z, 1] wende man nun eine elementare Quadratur-
formel an und summiere auf.

Einfachster Fall ist die Rechtecksumme

J)=h(fo+fi+fot-+ fum1),

welche einer Diskretisierung des Integrals als Grenzwert von derartigen
Rechtecksummen entspricht.

Die Trapezsumme

ergibt sich aus der Anwendung der Trapezregel $h(fi + fii1) fiir das Teil-
intervall [z, 1] und anschliefende Aufsummation.

A

a=x b=x, X

Flache = 1/2 0 (f +f;

Abbildung 24: Idee der Trapezsumme.

Als Fehler erhélt man aus der Fehlerformel fiir die Trapezregel
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(mit & € [z, z,41] und € € [a,b]):

[t

n—

>

3 3 _
F(&) =~ () = — e

=
=
I
o
=
|
P
=
[
|
I
(an)
o
[\

J
wobei wir den Summenmittelwertsatz in der vorletzte Gleichung verwen-

det haben. Einen genaueren Fehlerausdruck kann man mit der Fuler—Mac-
Laurinschen Summenformel erhalten (vgl. ndchster Abschnitt und Stoer).

Der Summenmittelwertsatz besagt > g(&) = ng(£*) fiir stetige Funktion g € C|a, b] und
&, € [a,b]. Da eine stetige Funktion auf einem kompakten Intervall Maximum und
Minimum annimmt, gilt g(z,,) < g(x) < g(zp) fir alle x € [a, b]. Aufsummation liefert

ng(Tm) < Zg(&) <ng(zy) < glam) < %ZQ(&) < glzn).

Der Zwischenwertsatz besagt, dass eine Stelle £* € [a, b] existiert, an der die stetige Funk-

tion den Zwischenwert annimmt.

Die (zusammengesetzte) Simpson-Regel im Fall von geradem n

T() = 2o+ Af 42 Ay + 264 2+t + )

(mit h = %%) ergibt sich mit einem analogen Ansatz iiber die Fassregel

statt Trapezregel. Als Fehler findet man (wieder mit i = 22)

b—a A
= —— M)

Man beachte, dass die Anzahl der Auswertungen von f in den verschiede-
nen Summenformeln (fast) gleich ist. Unterschiedliche Linearkombinationen
bewirken unterschiedliche Genauigkeiten.
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Adaptives Simpson-Verfahren

Adaptivitit ist eine wichtige Eigenschaft numerischer Verfahren. Man will
eine Berechnung nur bis zu einer gewissen Genauigkeitsforderung wie etwa
“H Stellen” durchfiihren und dann abbrechen, um nicht unnotig viel Re-
chenaufwand zu investieren.

Ein dquidistantes Gitter verlangt einen unverhéaltnisméaflig hohen Aufwand,
um solch eine Genauigkeitsforderung zu erfiillen, wenn der Integrand einen
lokal sehr unterschiedlichen Verlauf hat.

A

f(x)

| =X
Xo Xn

Abbildung 25: Beispiel fiir Integranden mit stark unterschiedlichem Verlauf.

Von einem guten adaptiven Verfahren wird man erwarten, dass es dort
ein verfeinertes Gitter einsetzt, wo der Integrand f starke Nichtlinearitdten
aufweist.

Ein Beispiel fiir ein robustes und effizientes adaptives Quadraturverfahren
ist das adaptive Simpson-Verfahren, welches auf der Fassregel basiert.

Idee: Sei [a, b] das aktuelle Intervall. Berechne I(f) tiber die Fassregel und
schitze den Fehler. Falls der Fehler klein genug ist, breche ab. Andernfalls

unterteile [a, b] in zwei Hélften [a, 2] und [4£2, b] und fahre rekursiv fort.
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Zur Durchfithrung eines adaptiven Algorithmus braucht man einen Fehler-
schdtzer. In unserem Fall eignet sich dazu die Information, die aus Fassregel
und Simpsonsumme folgt.

Wir haben:
o Fassregel:  J(f)[a,b] =252 (f(a) +4f (“2) + (b))

e Simpsonsumme (2-fache Anwendung der Fassregel, Aufsummation):
J(H)la.b) = J(D)la. 57 + T
Aus den beiden Fehlern fiir die
o Fassregel (h = "3%):  J(f) — I(f) = 5" f (&)

e Simpsonsumme: j(f) —I(f) = mh5f W (gs)

ergibt sich mit der Annahme f*(¢p) ~ f*) (&) ein Fehlerschitzer fiir Ji (f):

() = () = gsh® F O (€)1 = 55) = 15(J(F) = I(F),
d.h. R R
J(f) = 1(f) = (I (f) = J(f))
aus dem Vergleich der beiden Approximationen J(f) und J(f). Damit ha-

ben wir das folgende Verfahren.

Algorithmus 7.1: Adaptiver Simpson

Gegeben TOL;
Berechne J := J(f)la, ], J = j(f)[a, bl;

~

J falls |J — J| < 15 - TOL

I(f)]a,b] := { I(f)a, aTer] +]<f)[a7+b,b] sonst

Das Abbruchkriterium ist dabei in den Verfeinerungen mit der aktuellen
Intervalllange zu skalieren

blokal — Qlokal

|J(f) [0kl brokat] — J () [tokats blokal]| < 15 - TOL - ; :
global — Uglobal
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Ist ndmlich R(f) der Gesamtfehler bzgl. des globalen Intervalls [a, b] und Ry (f) der Fehler
im k-ten Teilintervall [ay, b, dann folgt

ZRk(f)‘ < SR

K

K

b, —a TOL

< Y ToL—*F = ; Ebk—ak —  TOL
—a —a

k=1

sofern das Abbruchkriterium gilt.

Bemerkungen:

e Bei der Berechnung von Ji (f)|a, b] kann man die drei Funktionsauswer-
tungen von J(f)[a,b] wieder verwenden, so dass nur zwei zusétzliche
Funktionsauswertungen entstehen.

e Noch besser ist eine Fehlerabfrage mit absoluten und relativen Tole-
ranzen ATOL und RTOL.

e In der Praxis wird man zusétzliche Heuristiken einfithren, um den Al-
gorithmus robust zu machen.

e Statt J kann man auch die bessere Approximation J = - (16j J),
den sogenannten extrapolierten Wert, als Losung hernehmen Der Feh-
lerschiitzer bezieht sich aber auf J und nicht auf J.

e Das gleichzeitige Unterteilen nach links und rechts bezeichnet man auch
als Randwertmethode, im Gegensatz zur Anfangswertmethode, bei der
man bei a startet und sich sukzessive bis nach b vorarbeitet. Die Na-
mensgebung stammt von den Aufgabenstellungen bei der numerischen
Simulation von Differentialgleichungen.

Analog kann man ein adaptives Verfahren auf der Basis der Trapezregel und
Trapezsumme konstruieren.
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7.4 Extrapolationsverfahren

Extrapolationsverfahren repriasentieren einen allgemeinen Ansatz, der auch
bei der numerischen Differentiation oder der Losung von gewohnlichen Diffe-
rentialgleichungen verwendet wird. Dabei wird ausgehend von einem Basis-
verfahren eine verbesserte Approximation konstruiert.

Idee der Extrapolation

Es bezeichne T'(h) die Nédherung des exakten Integrals I( f) aus einem nume-
rischen Verfahren mit der Schrittweite h, z.B. aus der Rechtecksumme oder
der Trapezsumme. Das Verfahren ist als konvergent, vorausgesetzt, d.h. es
gilt

lim T'(h) = I(f).

h—0

Die Auswertung von 7'(h) an der Stelle A = 0 ist nicht definiert. Je kleiner h
gewdhlt wird, desto mehr Funktionsauswertungen von f sind erforderlich
und umso hoher der Rechenaufwand.

Es seien Néherungen T'(h;) fiir Schrittweiten hy > hg > «-+ > h,, > 0 be-
reits bestimmt. Wir konstruieren eine (hoffentlich) bessere Approximation
ohne wesentlichen Rechenaufwand wie folgt: Es sei p € P,,,_1 das eindeutige
Interpolationspolynom zu den m Stiitzpunkten (h;, T'(h;)) furi =1,...,m.
Dann setzen wir die Approximation J(f) = p(0), siche Abb. 26. Da das In-
terpolationspolynom auflerhalb der Stiitzstellen ausgewertet wird, liegt eine
Extrapolation vor. Die Auswertung des Polynoms erfolgt mit dem Aitken-

Neville-Schema, siche Abschnitt 5.4.

Die Polynominterpolation besitzt bei dquidistanten Stiitzstellen schlechte
Approximationseigenschaften nahe den Randern. Wir erwarten hier jedoch
brauchbare Ergebnisse, sofern die Stiitzstellen h; zum Punkt A = 0 hin
verdichtet werden.
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T(h)

PO, h h h, h h
Abbildung 26: Idee der Extrapolation.
Asymptotische Entwicklung
Es bezeichne T'(h) die Niherung des exakten Integrals I(f) aus einem nu-

merischen Verfahren mit Schrittweite h. Haufig besitzt die Ndherung eine
asymptotische Entwicklung in Potenzen von A der Form

T(h) =70+ Tih + Toh?* + - + T K™ + 7 (R)R™, (7.3)
Dabei sind 79, ..., 7,-1 € R Koeffizienten und die Funktion 7, erfiillt
|7 (R)] < Cp, fir alle h < H (7.4)

mit einem konstanten H > 0. Es gilt dann

7o = lim T(h) = I(f) (7.5)

fiir ein konvergentes Verfahren, d.h. 7y ist der gesuchte Integralwert.

Fiir die Trapezsumme T'(h) = h(3 fo-+ fi+- -+ fu—1+3 fa) gilt bei geniigend
glatten Integranden f € C*"[a,b] die Euler-MacLaurinsche Summenformel

T(h) _ / f(SC) dr + Z_h%% (f(Qk—l)(b) — f(Qk—l)(a))

I S (= )2

(7.6)
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mit den Bernoulli-Zahlen B; (By = %, B, =
diesem Fall sind die Koeffizienten

o= G (194700 = 12 V(a)

BGZi Bgz—L )IH

1
30° 42>

und 7941 = 0. Zuldssige Konstanten (7.4) lauten

BQm . (2m)
(b= ) reme).

CQm =
Somit ist dies eine Entwicklung in Potenzen von h?.

Bemerkungen:

e Bei gewohnlichen Reihen kann das Restglied durch den Ubergang
m — oo beliebig klein gemacht werden, d.h. dort wire 7,,,(h)h*™ — 0
fiir eine (geniigend kleine) feste Schrittweite h. Bei asymptotischen
Entwicklungen braucht das Restglied dagegen fiir m — oo weder zu
existieren noch muss es gegen 0 streben.

e Stattdessen verlangt man die Beschranktheit von 7,,(h) fiir alle hinrei-
chend kleinen h, insbesondere h — 0, wobei m fest ist. Dann gilt (7.5).

e Oft ist f nicht unbegrenzt differenzierbar. Dann ist der Grenziibergang
m — oo nicht sinnvoll, der Ubergang h — 0 dagegen schon (und
konvergiert).

e [iir periodische Funktionen f € C?™ mit der Periode b — a gilt zudem
fO(a) = fO(b) fiir alle I = 0,1, ..., 2m. Somit entfallen laut (7.6) alle
h*-Terme (k < m). In diesem Fall wendet man keine Extrapolation an,
da die Trapezsumme allein schon die optimale Approximation liefert.
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Die asymptotische Entwicklung (7.3) kann man schreiben als
T(h) = p(h) + T (h)P™

mit einem Polynom p € P,,_1. Es gilt p(0) = 79, d.h. der gesuchte Wert.
Das Interpolationspolynom p € P,,, ;1 ist definiert durch

p(h;) = T(h;) fir i=1,...,m. (7.7)

Das Restglied wurde vernachlédfligt. Bei kleinem Restglied erwarten wir un-
ter geeigneten Voraussetzungen p(0) ~ p(0) = 7.

Mit der asymptotischen Entwicklung (7.3) kann man die fiihrenden Fehler-
terme eliminieren:

Ansatz mit 2 Schrittweiten hy und hs:

T(hy) = mo+7nhi+nhi+--- | -—hy/ly
T(hg) = 7'0+7'1h2+7'2h§+“‘ |
hiT(hy) — hoT'(h hih2 — hh
1(2) 2(1):70+7212 1702
hl_hQ hl_hQ

Fiir hy = h, hy = h/2 ergibt sich z.B.
2T (%) — T(h) = 70 — T22h* + O(h?).

Geschickte Kombination von T'(hy) und T'(hg) eliminiert den fithrenden Fehlerterm und
liefert eine bessere Approximation!

Aus m Approximationen

T(hl) = To—|—7'1h1 +7'2h1 + - +Tm_1h71n_l +Tm(h1)h71n
T(hg) = 170 + Tlhg —|— Tghg + .- —|— Tm_lhgl_l —|— Tm(hg)hgn
T(hw) = 70+ Tthm + Tohm 4+ + T 1B+ (B )R

ergibt sich schliefSlich
Kombination =79+ 0+--- + 0+ O((max{hq,..., hn})™).

Dieses auf der asymptotischen Entwicklung basierende Vorgehen der suk-
zessiven Elimination der fiihrenden Fehlerterme stammt von Richardson.
Man spricht auch von Richardson—Extrapolation.
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Wie léasst sich dies nun praktisch durchfithren? Man konnte die Fehler-
elimination durch den Gaufl-Algorithmus von LGSen realisieren (bzw. pro-
grammieren). Bequemer ist jedoch das Interpolationspolynom (7.7) an der
Stelle h = 0 auszuwerten, d.h. nach 0 zu extrapolieren. Man kann zeigen,
dass der resultierende Naherungswert identisch ist zur Kombination aus der
Elimination der fithrenden Fehlerterme.

Das Interpolationspolynom ist
p(h) =0 +11h +72h* + -+ h™
und somit p(0) = 7. Die Interpolationsbedingungen liefern

T(hl) = Y +m1h + *th% R ,ym_lhgn—l
T(hQ) = Y +71hs + nyh% 4+t %n_1h’2”_1

T(hw) = o+ Y1hm + k2 + -+ ymohm L

Die Elimination der fithrenden Fehlerterme mit 7q,...,7,,_; in der asymptotischen Ent-
wicklung entspricht somit der Elimination der Terme mit ~vi,...,7,-1 des Polynom p.
Zuriick bleibt die gesuchte Kombination.

Romberg-Quadratur

Die Romberg-Quadratur ist gerade die Richardson-Extrapolation auf Basis
der Trapezsumme. Laut (7.6) besitzt die Trapezsumme T'(h) die asympto-
tische Entwicklung

T(h) = 10+ 1h® + 1oh" + -+ + 7 1 A7 % 4 15 (R) P

in Potenzen von h?. T'(h) kann numerisch berechnet werden, 7o = I(f)

ist gesucht. Nun sei ¢ € P,,_; das Interpolationspolynom zu den Daten
(h2,T(hy)), d.h.

T(h) =q(h?)  fir i=1,...,m.
In der Praxis verwendet man héufig geometrische Schrittweitenfolgen

h; =c'h mit einem 0 <c<1
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fiir ein vorgegebenes h. Giinstig ist die Wahl ¢ = %, da dann alle Funktions-
auswertungen f(zy) in der Trapezsumme T'(h;) auch in T'(h;;1) auftreten
und somit nicht neu berechnet werden miissen.

Zu bestimmen ist die Approximation ¢(0) =~ 75. Dazu verwenden wir das
Aitken-Neville-Schema, sieche Abschnitt 5.4. Das Rekursionsschema lautet
r — T
Pij=Pja+—— (P~ Prij).
J J—1 xz'—lliij( J—1 Lj 1)
In unserem Fall ist z; = h? und dadurch

T — T —h? 1

a:i—:ci_j a h?—hzzfj N £_1
Wir erhalten das folgenden Verfahren.

Algorithmus 7.2: Romberg-Quadratur

firk=1,....m:

wiéhle ny

hi, == (b — a)/ny [Schrittweite]
T :=T(hy) [Trapezsumme]
firl=2,... k:

Tyi—1—Tk-1,1-1 . )
Trg = Thi—1+ —Z’%im /;l% 1 [Aitken—Neville]
q(0) :==Thm

Der Algorithmus liefert das Eztrapolationstableau :

T(hy) =T,
N\
T(hg) = T271 — Tgyg
N\ N\

T(hg) =T31 — T39 — 133

N\ N\ ¢

N\ N\ ¢ N\
T(hy) =Tn1 — Tmp — Tus — -+ = T
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Alle Werte im Extrapolationstableau sind Approximationen des gesuchten
Integrals I(f). Beziiglich der Giite der Ndherungen gilt der folgende Satz.

Satz 7.1 Fehler in der Romberg-Quadratur
Es sei f € C*™[a,b] und h; = ¢"1h mit 0 < ¢ < 1. Dann gilt

< thCQikc—k2—3k |B2k| (b _ a) max ‘f(%)(ﬁ)’

b
Tik —/a f(z) dv (2k)! g€lad]

mit den Bernoulli-Zahlen Boyy..

Fiir festes k£ konvergiert der Fehler mit ¢ — oo gegen null, d.h. es liegt
Konvergenz in jeder Spalte des Extrapolationstableaus vor. Die Ordnung
der Konvergenz in der k-ten Spalte betrigt 2k. Die Konvergenz entlang der
Diagonalen, d.h. Tj ;4 fiir j — oo 148t sich aus diesem Satz nicht folgern.
Sie gilt jedoch fiir z.B. ¢ = %, kann aber langsam sein.

Man kann eine adaptive Romberg-Quadratur durchfiihren, bei der das Ex-
trapolationstableau zeilenweise aufgebaut wird. Als Fehlerschéitzer wird die
Differenz |1}, j—1 — Tk x| verwendet. Es werden so viele Zeilen berechnet, bis
ein Abbruchkriterium erfillt ist.
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7.5 Gaufl-Quadratur

O.E.d.A. betrachten wir als Integrationsintervall [—1, 1], da ansonsten eine
affin-lineare Transformation das Intervall [a, b] in [—1, 1] iiberfiihrt. Bei der
GauB-Quadratur wahlt man Knoten z; und Gewichte ¢; fiir i = 0,1,...,n
so, dass

1

I(p) = / (o) do = Y giplr) = T(0) (78)

fiir alle Polynome p mdglichst hohen Grades gilt.

Also I(p) = J(p) fiir alle p € P mit K groBtmoglich. Bei den abgeschlos-
senen Newton-Cotes-Formeln mit n 4+ 1 Knoten gilt K = n fiir n ungerade
und K = n + 1 fiir n gerade. Bei den Newton-Cotes-Formeln werden die
Knoten &dquidistant gewéhlt. Die Idee ist nun, ein héheres K zu erzielen,
indem die Knoten und Gewichte optimal gewéhlt werden.

Welches K kann noch erreicht werden? Sei eine beliebige Quadraturformel
gegeben. Dann betrachte das Polynom

q() = (v — 20)*(w — 21)" (v — @n)" € Ponyo.
Es gilt ¢(x) > 0 fiir alle = und insbesondere I(q) > 0. Jedoch haben wir

J(@) =D gi-g(z;) =0,
d.h. I(q) # J(q). Somit wissen wir K < 2n + 1.

Wir haben wegen der Linearitéit der Funktionale
I(p)=J(p) fa.pePx < I(@")=JE") fir 1=0,1,...,K.

Fir K = 2n 4 1 erhalten wir 2n 4+ 2 Gleichungen. Gleichzeitig hat die
Quadraturformel n + 1 Knoten und Gewichte, d.h. 2n + 2 Freiheitsgrade.
Wir erhalten ein System mit genau so vielen Gleichungen wie Unbekannten.
Die Frage ist, ob dieses nichtlineare Gleichungssystem fiir jedes n (eindeutig)
16sbar ist.
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Beispiel:

Fall n = 1: Wie sind x(, 1 und gy, g1 zu wahlen, so dass

+1

f(z)dz = gof(zo) + g1 f(21)

fiir alle Polynome vom Grad kleiner gleich 3 gilt?

Losung: Setze die Polynome 1, z, 22 und 2® ein, dann ergibt sich das Glei-
chungssystem

+1 +1
go+g1:/ ldx =2, goxo+glx1:/ rdxr =0,
1 1

+1 2 +1
goajg = / z?dr = 3 goxg = / 3 dx = 0.
-1 ~1

Diese 4 Gleichungen mit 4 Unbekannten sind eindeutig losbar: Multipliziere
die Gleichung rechts oben mit 22 und subtrahiere die Gleichung rechts unten:

2 3 _ 2 __ .2
= g1 —qix; =0 =  xj=1]

= 11 = —x9 (keine doppelte Stiitzstelle!) = gy =xn

= go=90=1 = \/71‘1 \/7

Ergebnis: 2 Stiitzstellen x(, x; und 2 Gewichte gy, g1 reichen aus!

Die Fafiregel zum Vergleich ist ebenfalls exakt fiir p € P3, benotigt aber
3 Stiitzstellen. Die eben hergeleitete Quadraturformel heifit 2- Punkt Gaufs-
Legendre-Regel.
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Herleitung der n-Punkt Gauf3-Legendre-Regel

Angenommen es existieren Knoten und Gewichte, so dass I(p) = J(p) fur
alle p € Py,,11. Wir betrachten dann bei beliebigem ¢ € P,, das Polynom

q(z) - (x —zo)(x —a1) ... - (. —xy) € Poyi.

-~

=:Lp41

Der Grad von L1 ist n + 1. Es folgt J(q - L,+1) = 0. Somit muss gelten

+1
/ q(z) - Lpii(x) de =0 fir alle ¢ € P,. (7.9)
-1

Wir definieren in C[—1, 1] das Skalarprodukt

+1
(f.9) = 1 f(@) - g(x) do
(vergleiche Hilbertraum L5). Dann bedeutet (7.9), dass L,.1(x) bzgl. (-, )
orthogonal zu allen Polynomen ¢ € P, ist, d.h. (¢, L,,+1) = 0.

Als Hilfsmittel konstruieren wir ein System aus orthogonalen Polynomen

(Lp)nen, also
=0 fiir n #m,
Ly L) { #0 fir n=m.
Das System kann aus der Monom-Basis (2"),en mit dem Gram-Schmidt-

Orthogonalisierungsverfahren konstruiert werden. Setze Lo(z) = 1, dann
lautet die Rekursion

o e (@ Liw)
Ly(x) == 2" — Z<Li(x)’Li(x)>Li(a:).

1=0

Das gesuchte L, ist eindeutig gegeben (bis auf Normierungsfaktor) in Form
des Legendre-Polynoms vom Grad n

Lo(z) = (%)!D" (2% —1)"). (7.10)

Die ersten Legendre-Polynome sind:
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08} n=1 4 0.8} n=2
06
041

0.2

-0.21

-0.4

-0.6F 1 -0.6F
-0.8 1 -08f

I o8 06 04 02 0 0z 04 06 08 1 L 08 06 -04 02 o0 o0z 04 06 08 1
1 1

0.8} n=3 4 0.8} n=4

06 1 06

—osk 1 -0.6F

-0.8 1 -0.8f

Abbildung 27: Skizze der Legendre-Polynome L, fiir n = 1,2, 3, 4.

n=1: Li(z) =z, n=2: Ly(z)=2a"—1,
3 4

n=3: Li(z) =2’ — 3z, n=4: Ly(z)=2"— %2 + 2.
Die Orthogonalitét ldsst sich auch explizit mit der Formel (7.10) beweisen:

+1

/ q(z)D™(2* — 1)"dx
-1
1 i
— q(ZL‘)Dn_l(ﬂjQ o 1)n‘_11_/1 q/(,CE)Dn_l(QEQ o 1)”(2133 — . —
~
L (n=1) 2 ! T 2
— (=1 V() D (e — 1) +—1"/ W (D —1)"dz = 0,
(=1)""q (f)(x )\_1()_1Q($)($ )" da
-0 =

da (2% —1)" = (z + 1)"(z — 1)" n-fache Nullstellen bei z = 41 hat und D¥(2? —1)" damit
(n — k)-fache Nullstellen.
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Satz 7.2 Nullstellen des Orthogonalpolynoms

Das Legendre-Polynom L, besitzt n paarweise verschiedene Nullstellen x;
im offenen Intervall (—1,1).

Beweis:

Es seien —1 < 21 < 29 < --- < x; < 1 die paarweise verschiedenen Nullstellen von L,, im
Intervall (—1,1), an denen L, einen Vorzeichenwechsel hat. Da grad(L,) = n gilt, folgt
sofort [ < n. Wir zeigen [ = n. Angenommen es gelte [ < n. Wir definieren das Polynom

qz)=(r—x)(x —x9) - (x — 1) € Py

(falls keine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel in (—1,1) existiert, setze g(x) = 1). Die Vor-

zeichenwechsel von ¢ erfolgen genau in x4, ..., ;. Folglich gilt ¢ - L,, > 0 oder ¢ - L,, <0
in ganz (—1,1). Da nur endlich viele Nullstellen auftreten ist (g - L,) # 0. Dies ist ein
Widerspruch zur Orthogonalitéit (p - L,) = 0 fiir alle p € P,,_;. O

Fiir gegebenes n wahlen wir nun als Knoten die n + 1 paarweise verschie-
denen Nullstellen des Orthogonalpolynoms L, 1. Fiir beliebiges p € Py,
liefert Polynomdivision die Darstellung

p(x) = q(z) Loy (2) + 7(2)

mit einem ¢ € P, und einem Rest r € P,. Die Orthogonalitét fiithrt auf

I(p) = /_ Sy dr = /+1q($)-Ln+1(x) i + /Hr(az) da

1 1 -1

=0

= /_+17°(:z:)dx = I(r).

1

Die Quadraturformel (7.8) zeigt uns

J(p) = J(q- Lpy1) +J(r) = Zgi ~q(zi) - Lo () | + J(r) = J(r)

fiir beliebige Wahl der Gewichte. Wir erhalten somit I(p) = J(p) fiir alle
p € Py,4q falls nur noch I(r) = J(r) fir alle r € P, gilt. Dies erreichen
wir einfach durch die Wahl der Gewichte geméafl einer interpolatorischen
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Quadraturformel, siehe Abschnitt 7.2. Da r identisch zu seinem eigenen
Interpolationspolynom zu den Knoten ist, folgt

I(r)y=1 <i r(x;)li(x) d:l:) = i </+1 li(x) dx) r(x;)

1

i=0 i=0
mit den Lagrange-Polynomen /g, (1, ..., ¥,. Die Gewichte sind somit
+1
r— T
gi:/ Ldz fiir i=0,1,...,n (7.11)
Lo T
und konnen aus den Knoten zg,x1,...,x, berechnet werden. Fiir die Be-

stimmung der Nullstellen der Orthogonalpolynome existieren eigene Tech-
niken iiber Eigenwertprobleme.

Satz 7.3: Gauf-Legendre-Quadratur

Seien die Stitzstellen x; fir @ = 0,1,...,n die Nullstellen des Legendre-
Polynoms L,y aus (7.10) und die Gewichte g; fir i = 0,1,...,n nach
(7.11) bestimmt. Dann gilt

+1 n
/ p(z) do = Zgip(:vi) fir alle p € Py, 41,
-1 i=0
und fiir f € C*"*2[—1,1] gilt die Fehlerformel

+1 n f(2n+2)(§) 1
f(SC) dr — ;ng($z> - m /_1 Ln+1(£l?)2 dx.

Die Aussage fiir die Polynome folgt durch unsere Konstruktion von oben. Die Fehlerformel
kann man iiber die Restgliedformel der Polynominterpolation zeigen, wobei in den Knoten
sowohl die Funktion als auch die erste Ableitung interpoliert wird.

Fiir die Qualitat der Quadraturformel gibt der folgende Satz noch eine vor-
teilhafte Aussage.
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Satz 7.4: Gewichte in Gaufs-Legendre-Quadratur

Die Gewichte g; firi=0,1,...,n der (n+ 1)-Punkt Gauf-Legendre Qua-
dratur sind stets positiv.

Beweis:

Betrachte die Polynome

n

qx(z) = H (x — xj)2 € Py,

J=0,j#k
fir K =0,1,...,n. Dann ist gx(z) > 0 fiir alle x. Insbesondere folgt I(qx) > 0, da g nur
an endlich vielen Stellen null ist. Wir erhalten wegen I(p) = J(p) fiir alle p € Po, 4

0 < I(q) = J(a) = Y giai(w:) = 04 -+ + 0+ grge(wn) + 0+ -+ + 0 = grge(n).
=0

Da qx(zx) > 0 ist, muss g > 0 gelten. O

Die Tabelle 3 zeigt die Knoten und Gewichte der (n + 1)-Punkt Gauf}-
Legendre Quadratur in den Féllen n = 0, 1,2, 3. Die Knoten und Gewichte
liegen stets symmetrisch zur Intervallmitte z = 0. Die Summe der Gewichte
entspricht der Intervalllinge 2.

Falls ein Integral iiber einem Intervall [a, b] vorliegt, so erhélt man mit der
Substitution ¢ = IFTG.T + aT+b

b +1
/ f(t) dt:b_Ta/ f (5t + ) da.
a —1

Dadurch kann die Gauss-Legendre-Quadratur in [—1, 1] angewendet werden.
Alternativ kann man auch Knoten und Gewichte transformieren iiber
i = Loy, 4+ 4L, g =%

und so die Quadraturformel auf das Intervall [a, b] anpassen.
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Tabelle 3: Knoten und Gewichte in Gauf-Legendre-Quadratur.

T 9i
0 2
_\/g ~ —0.57735026919 1

—_

+\/§ ~ 0.57735026919

_\/g ~ —0.774596669241
0

+\/§ ~ 0.774596669241

~ 0.555555555556
~ (.888383888889

~ 0.555555555556

ot ©loo Yl

w

~ —0.861136311594053 18_3%/% ~ (0.347854845137454

|
|
o

~Jlw
=~
cue ]| wcuos %\ ﬁl

-~

~ —0.339981043584856 %ﬁ ~ 0.652145154862546

+
~|w
|
N

~ 0.339981043584856 %ﬁ ~ 0.652145154862546

_I_
~|w

+
o

~ 0.861136311594053 %ﬁ ~ 0.347854845137454
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Gaufl-Quadratur mit Gewichtsfunktionen

Die oben gezeigte Herleitung der n-Punkt Gaufl-Legendre-Regel 148t sich
verallgemeinern auf Integrale

wobel w € C|a, b] eine positive Gewichtsfunktion ist. Dabei sind sogar unei-
gentliche Integrale zugelassen.

Ist beispielsweise X eine normalverteilte Zufallsvariable und f : R — R eine stetige Funk-
tion, dann ist der Erwartungswert gerade

—+00
2

E(f(X) = [ A= e f(x)da

—00

Die Gewichtsfunktion ist somit die Dichtefunktion
w(z) = \/%771' cem2® > ().

Bei einer allgemeinen Verteilung setzt man als Integrationsintervall gerade den Tréager
(supp w) der Dichtefunktion.

Wieder ist eine Quadraturformel
J(f) = szf(%)
i=0

gesucht, die fiir Polynome moglichst hohen Grades exakt sein soll. Folgende
Aussagen gelten (hier ohne Beweis, siehe dazu Stoer):

1. Es existieren eindeutig bestimmte normierte Polynome @), fiir jedes
n € N (mit Qy = 1), die beziiglich des auf Cla, b] bzw. C'(R) definierten
Skalarproduktes

b
() = / w(z) f(x)g(a) da

orthogonal sind:

Man kann sie z.B. mit dem Gram-Schmidt-Verfahren erhalten.
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2. Die Nullstellen xg,z1,...,2x, von Q.11 sind alle reell, paarweise ver-
schieden und im Inneren von [a,b] bzw. (—o0,+00). Die Nullstellen
lassen sich aus einem Eigenwertproblem bestimmen.

3. Die Gewichte w; ergeben sich aus dem linearen Gleichungssystem

Qo(zo) -+ Qoln) w <Q06Qo>

: g
invertierbar !

denn . )
> wiu(e) = [ wl@)Qulz) dr = (@ Qo)
i=0 a

fiir beliebiges k.

4. Die so bestimmte Quadraturformel ist exakt fiir alle p € Py, 1, Exakt-
heit fiir Py, .o ist nicht erreichbar.

5. Fehlerformel fiir f € C*"*2[q, b]:

b n (2n+2)
/a w(z)f(z) de — ;wzf(xz) =C, JEQR—%—;&;')

Im Fall einer Wahrscheinlichkeitsdichte w(x) sind die korrespondierenden Orthogonalpoly-
nome im Fall von Standardverteilungen wohlbekannt und tragen eigene Namen.

Verteilung Dichtefkt. Tréager Orthogonalpolynome
Gleichvert. w(z) =3 [—1,1] Legendre-Polynome
Normalvert. w(zr) = \/%—We_mg/ 2 (—00,+00)  Hermite-Polynome
Exponentialvert. w(z) = Ce™® [0, +00) Laguerre-Polynome
Beta-Vert. w(r) = Cat Y1 —z)» ! [0,1] Jacobi-Polynome

Im Fall der Normalverteilung nennt man die korrespondierende Quadratur dann Gauf}-
Hermite-Quadratur, etc.
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Vor- und Nachteile der Gauf3-Quadratur

+ sehr effizient (fiir n Funktionsauswertungen das genaueste Ergebnis)

— aber nicht adaptiv (Fehlerkontrolle?)

In der Praxis ist die GauB-Quadratur vor allem bei 2- und 3-dimensionalen
Integralen wichtig, z. B. in der Methode der finiten Elemente.
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Kapitel 8

lterative Losung groBer linearer Gleichungssysteme

In diesem Kapitel wird die iterative Losung von linearen Gleichungssyste-
men

Ax = b, AeR"™", detA#0, z,b€R" (8.1)

behandelt. Da eine LR-Zerlegung const. - n® Rechenoperationen erfordert,
wird eine direkte Losung fiir groffes n extrem aufwendig. In den Anwendun-
gen sind grofle Matrizen A typischerweise schwach besetzt (englisch sparse),
d.h. nur wenige Elemente sind ungleich Null. Ein Weg, diese Besetzungs-
struktur auszunutzen, fithrt auf Varianten der L R-Zerlegung, bei denen der
Eliminationsprozess die Anzahl der entstehenden, von Null verschiedenen
Eintréige (englisch fill-in) minimiert, meist mit Hilfe der Graphentheorie
und eingeschrankter Pivotsuche. Da nur Rechenoperationen mit von Null
verschiendenen Eintrdgen auch real durchgefiihrt werden, sind diese direct
sparse solver fiir den Bereich 500 < n < 50000 eine bewahrte Wahl, siehe
in MATLAB den sparse-Befehl. Schwerpunkt im folgenden ist aber eine
Einfiihrung in iterative Verfahren, die auch bei deutlich grofleren Dimen-
sionen zum FErfolg fithren. Dabei soll jeder Iterationsschritt méglichst wenig
aufwendig sein, d.h. der Aufwand soll den einer Matrix-Vektormultiplikation
nicht iibersteigen (wobei die Besetzungsstruktur selbstverstandlich ausge-
nutzt wird und keine unndétigen Operationen mit Nullen durchgefiihrt wer-

den).
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8.1 Stationire Iterationsverfahren

Ein stationéres Iterationsverfahren zur néherungsweisen Losung von (8.1)
besitzt die Form
" =@M, k=0,1,2,... (8.2)

bei vorgebenen Startvektor 2. Stationsir bedeutet, dass die Funktion &
in jedem Iterationsschritt identisch gewahlt wird. Die exakte Losung x
vonn (8.1) soll der einzige Fixpunkt der Iteration sein.

Eine Iterationsvorschrift entsteht durch die Wahl einer reguldren Matrix
B € R™" aus der Zerlegung

Br+(A-—B)z=b = Ba""'4+(A-B)"=0b, (8.3)

welche ein lineares Gleichungssystem fiir z**! darstellt. Aufgelost erhilt
man

" = 2% — BTN (A2 —b) = (I — B'A)2" + B~ b (8.4)

Zur Berechnung von x**! ist ein Matrix-Vektor-Produkt beziiglich A und
die Losung eines linearen Gleichungssystems beziiglich B notwendig. Die
Iterationsmatrix I — B~!'A dient nur zur Untersuchung der Konvergenz.

Die Matrix B soll in diesem Zusammenhang zwei Figenschaften besitzen:
1. Lineare Gleichungssysteme mit der Matrix B sollen leicht auflésbar
sein, damit die Iteration mit wenig Aufwand durchfiihrbar ist.
2. Die Matrix B soll A gut approximieren, d.h. wesentliche Informationen

aus A enthalten, damit die Konvergenz der Iteration gesichert ist.

Zur Untersuchung der Konvergenz ist der Begriff des Spektralradius von
zentraler Bedeutung. Fiir A € R"*" ist der Spektralradius definiert durch

p(A) := max |\, (8.5)

1=1,...,n

wobei \; € C die Eigenwerte von A sind.
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Satz 8.1:  Konvergenz stationdrer Verfahren

Das Iterationsverfahren (8.4) ist fiir beliebigen Startwert genau dann kon-
vergent, wenn gilt
p(I — B7'A) < 1. (8.6)

Hinreichend fir die Konvergenz von (8.4) bei beliebigem Startwert ist die
Bedingung

III - B Al <1, (8.7)
wobei || || eine beliebige Matriznorm ist, die konsistent zu einer bestimmten
Vektornorm.

Beweis:

Fiir den Fehler f* := 2*¥ — 2 hat man mit
" = (I - B A"+ B
r = (I-B Az +B"
durch Subtraktion die Rekursionsformel
FH = (1 — BTLA)f*

und damit
ff=I-B'A*F, k=012,....

Sei (8.4) konvergent. Ist A ein Eigenwert von I — B7'A, so withle man f° als zugehorigen
Eigenvektor. Damit gilt f* = \¥f°. Durch die Konvergenz ist lim f¥ = 0 und somit not-
wendigerweise |A| < 1.

Sei umgekehrt p(I — B~'A) < 1. Zur Tterationsmatrix und gegebenem & > 0 existiert eine
Vektornorm, so dass in der korrespondierenden Matrixnorm

| - B'A|| < p(I — B'A) +¢
gilt (ohne Beweis). Damit folgt
17 = B A < 1T = BUAYF < (p(T = B~ A) 4 ¢ =

mit p < 1 fiir € hinreichend klein. Also ist lim(I — B7*A)* = 0 und somit lim f* = 0 fiir
alle f9.

Sei schlieBlich || — B7'A|| < 1 in einer Matrixnorm, die konsistent zu einer festen Vektor-
norm ist. Fiir eine solche Matrixnorm gilt stets p(C') < ||C|| (ohne Beweis). Damit ist das
hinreichende Kriterium aus dem zweiten Teil des Satzes erfiillt. g
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Dem Beweis entnimmt man insbesondere die Abschétzung
[l — 2] < [|I = BTA] - ||2* — (8.8)

in einer beliebigen Vektornorm und der induzierten Matrixnorm. Damit gilt
fiir ||I — B~'AJ| < 1 dann globale lineare Konvergenz in dieser Norm. Dies
kann man hier auch aus dem Banachschen Fixpunktsatz folgern.

Die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens (8.4) ist umso groBer, je klei-
ner der Spektralradius der Iterationsmatrix ist. Der folgende Satz gibt eine
Aussage, die von Matrixnormen unabhéngig ist.

Satz 8.2: Konwvergenzgeschwindigkeit

Beim Iterationsverfahren (8.4) gilt fiir den Fehler f* = 2% — x

1/k
li 171 /—— I-B1'A 8.9
o e y) T A (&9

in einer beliebigen Vektornorm || - ||.

Beweis siehe z.B. Stoer, Bulirsch: Numerische Mathematik 2.

8.2 Klassische Iterationsverfahren

Im folgenden werden géngige stationére Iterationsverfahren vorgestellt. Sie
entstehen durch die Zerlegung der Gestalt

A=D+L+R, (8.10)

wobei D Diagonalmatrix mit der Diagonalen von A und L, R den unteren
bzw. oberen Dreiecksanteil (ohne Diagonale) von A enthalten.

Jacobi-Verfahren

Ein einfaches Iterationsverfahren entsteht, wenn man in (8.4) B = D wiihlt,
also nur die Diagonale von A. Gilt stets a; # 0, so kann die Invertierung
sofort vorgenommen werden. Wir erhalten als Iteration

2" =a% — DN (D + L+ R)a" —b) = —D'((L + R)z" - b).
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Es ergibt sich fiir jede Komponente ¢ = 1,...,n die Formel

1
kot 2
i e b; — é ai;xj | - (8.11)
j#i

Da jede Komponente sofort separat berechnet werden kann, nennt man diese
Iteration auch Gesamtschrittverfahren.

Das Jacobi-Verfahren ist konvergent, wenn die Diagonale von A den Haupt-
anteil der gesamten Matrix bildet. Die Matrix A erfiillt das starke Zeilen-
summenkritertum, wenn gilt

laii] > lag| fir i=1,...,n (8.12)
i#i
Analog erfiillt A das starke Spaltensummenkriterium, falls
laj;l > lay| fir j=1,....n (8.13)
i#]
Sowohl (8.12) als auch (8.13) ist nach Satz 8.1 hinreichend fiir die Konver-
genz des Jacobi-Verfahrens. Aus (8.12) folgt namlich sofort

1
— _1 p— ..
I — B Al|s B j%éi lai;] <1 (8.14)

in der Maximumnorm und aus (8.13)

1
11— B'All; = max — > ay| <1 (8.15)
]:1 ..... n |a,]]’ Z#]

in der 1-Norm.

Unter zusatzlichen Voraussetzungen kann die Konvergenz des Jacobi-Ver-
fahrens noch garantiert werden, wenn in (8.12) oder (8.13) nur eine kleiner-
gleich Beziehung gilt, also schwache Summenkriterien. Dies ist bei vielen

Matrizen, die aus Diskretisierungen entstehen, gegeben (siehe Beispiel in
Abschnitt 8.3).
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Gaul3-Seidel-Verfahren

Mehr Information iiber die Matrix A wird einbezogen, wenn man die Drei-
ecksmatrix B = D + L ansetzt. Die Invertierung entspricht dann gerade
einer Vorwéartssubstitution, wozu ebenfalls a;; # 0 notwendig ist. Die Itera-
tion lautet

" =28 —(D+ L)Y(D+ L+ R)z" —b) = —(D + L) (Rz" — ).

Es entsteht fiir die einzelnen Komponenten ¢ =1, ..., n die Formel
1
$§+1 = — (bz — Zaijl‘f—i_l — Z aijx;?) . (816)
i j<i j>i

Da die Komponenten nur sukzessive berechnet werden konnen, wird diese
Iteration auch als Einzelschrittverfahren bezeichnet.

Fiir die Konvergenz des Gauf-Seidel-Verfahrens sind ebenfalls die Bedin-
gungen (8.12) oder (8.13) hinreichend. Bei bestimmten Matrix-Klassen lésst
sich zeigen, dass das Gauf}-Seidel-Verfahren schneller konvergiert als das
Jacobi-Verfahren.

Im Gegensatz zum Jacobi-Verfahren konvergiert das Gauf3-Seidel-Verfahren
auch fiir symmetrisch positiv-definite Matrizen:

7Zu zeigen ist, dass die Eigenwerte von K = —(D + L)~!L" im Einheitskreis liegen. Mit A
ist auch D positiv definit, und damit haben K und

K' :=DVKDV?= (I+L)"'L" mit L=D'Y?LD™'?
das gleiche Spektrum. Zu zeigen ist daher nur p(K’) < 1.
Aus K'z = Az mit 2%z = 1 ergibt sich

—L'r=\I+L)z = —2UL%z=)1+2"L2),

und mit a + 8 := 29 LTz daraus
P = —a — i3 2_ (—a—if)(—a+ip) a? + 2 1
|1+ a+if]  (Ql4+a+if)(l+a—if) 1+2a+a2+p2

falls 1 + 2a > 0.
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Wegen z'D=V2AD 2y = (D 22)8A(D~12z) ist D~Y2AD~'/? positiv definit. Aus
D7YV2ADY2 = [ + L+ L" folgt sofort

0<zB(T+L4+ LYz =1+2"Lo+ 280 =1+ 28 La 4 28 Le =1 + 20

Das GauB-Seidel-Verfahren kann analog auch iiber B = D + R angesetzt
werden. Desweiteren existieren symmetrische Varianten, die abwechselnd
je einen Schritt mit dem unteren und dann einen Schritt mit dem oberen
Dreiecksanteil von B durchfiihren.

Relaxationsverfahren

In der Iteration (8.4) kann man allgemeiner die Matrix B in Abhéngigkeit
von einem Parameter w € R wéahlen. Ziel ist es dann, w optimal zu wéahlen
dahingehend, dass p(/ — B(w) 'A) minimal wird und somit die Konvergenz
des Verfahrens zu beschleunigen. Bei den Relaxationsverfahren wird zum
Relaxationsparameter w > 0 iiber die Zerlegung (8.10) die Matrix

1

B(w) = —(D +wl) (8.17)
w

gewidhlt. Man beachte, dass fir w = 1 das Einzelschrittverfahren (8.16)

entsteht. Fiir die Berechnung der einzelnen Komponenten erhalten wir die

Formel

1
E+1 _ okl Lk
z; = — bz—g ijx; E aijT; |
(0777

j<i i>1

e = (1= w)al +w

Die HilfsgroBe 2™ wird dabei wie im Einzelschrittverfahren (8.16) be-
stimmt. Als neue Naherung der i-ten Komponente wird jedoch eine Linear-
kombination aus alter Naherung und der Hilfsgrofle gebildet. Fiir 0 < w <1
ist dies eine Konvexkombination. Bei w > 1 spricht man von Uberrelaxation,
wodurch der Name SOR-Verfahren (successive overrelaxation) entstand.

Fiir bestimmte Matrizenklassen lassen sich optimale Relaxationsparameter
1 < wept < 2 explizit berechnen. Die Konvergenz ist dann erheblich schneller
als fiir das Gauf3-Seidel-Verfahren.
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Iterative Nachbesserung

In den Kontext der iterativen Verfahren (8.4) — jedoch nicht auf der Zerle-
gung (8.10) basierend — fillt auch die sogenannte Nachiteration. Wird das
lineare Gleichungssystem Ax = b iiber LR-Zerlegung auf dem Rechner di-
rekt gelost, so erhélt man eine durch Rundungsfehler beeintréichtigte Losung
7 ~ A~1b. Diese kann, falls A nicht zu schlecht konditioniert ist, durch diese
Nachiteration bis auf Maschinengenauigkeit verbessert werden.

Der GauB3-Algorithmus liefert auf dem Rechner eine durch Rundungsfehler
verfilschte LR-Zerlegung A ~ LR, d.h. es gilt nur

A=LR+E, (8.18)

wobei die unbekannte Matrix £ Fehleranteile enthélt. Fiir die Matrix B
in (8.4) wéhlt man dann B = LR (L, R haben hier nicht die Bedeutung von
L, R aus (8.10)) und es entsteht die Vorschrift

M = gF — (LR) M (Az® — b) = 2F — (LR) ™\t (8.19)

mit dem Residuum r der k-ten Naherung. Als Startwert bietet sich die
direkte Losung 2° = (LR)™'b an.

Die Iteration (8.19) ldsst sich mit wenig Aufwand durchfiihren, da die Zer-
legung LR bereits berechnet ist und somit nur Vorwirts- und Riickwiirts-
substitution erforderlich sind. Da nur Rundungsfehler in L, R auftreten,
gilt (IA/]%)”A ~ [. Folglich ist der Spektralradius der Iterationsmatrix klein
und die Konvergenz der Iteration sehr schnell. Zudem liegt iiber 2 bereits
ein guter Startwert fiir die Iteration vor. Dementsprechend erhélt man im
allgemeinen nach etwa zwei Iterationsschritten die Losung auf Maschinen-
genauigkeit.

Bei der Berechnung des Residuums r* tritt durch Subtraktion Ausléschung wegen Az* ~ b
auf. Dieser Wert muss daher mit hoherer Genauigkeit als der Maschinengenauigkeit bei den
anderen Operationen berechnet werden. Nur dann kann das Ergebnis auf die urspriingliche
Maschinengenauigkeit erhalten werden. Ist 2° nur eine grobe Ndherung, so kann die Nach-
besserung mit stets gleicher Rechengenauigkeit die Anzahl der Stellen erhohen, jedoch
nicht auf die volle Stellenzahl. Die Problematik der Auslosung in (8.4) tritt sonst bei den
[terationsverfahren nicht auf, da nur eine relativ geringe Genauigkeit erzielt werden soll
(d.h. Az* ~ b gilt weniger stark).
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8.3 Anwendungsbeispiel

Wir betrachten das Dirichletsche Randwertproblem fiir eine reellwertige
Funktion u(z,y) im Einheitsquadrat Q := {(z,y) : 0 < z,y < 1}

—Au = Ugy — Uyy = f(xay) (x,y) €

u(z,y) = 0, (x,y) € 092 (8.20)

bei vorgegebener stetiger Funktion f. Die Differenzenquotienten werden auf

einem uniformen Gitter der Schrittweite h := ﬁ fiir M € N diskretisiert

Q= {(zi,yj) = (Gh,jh) 4,5 =1,...,M}. (8.21)
Der symmetrische Differenzenquotient zweiter Ordnung liefert als Néhe-
rungsformel fiir u; ; := u(x;, yj)

Ui-1j — 2Uij + Uig1j  Wig-1 — 2Uij + Uiji1

B2 o B2 = f(x“ y]) (822)

und dquivalent mit f;; := f(z;,y;)

<72
Aujj— Uit = Uir1j — Uij1 = Uigr1 = h"fij (8.23)
bei 7,5 = 1,..., M. Die Unbekannten und die rechten Seiten seien in der
Form
_ T
u = (ulyl,uzl, e ,'U,M’l,ULQ, e ,'U/M’Q, e ,ULM, C. 7UM,M) (8 24)

b = h2(f1717f2,17---7fM717f1,27---7fM,27---7f17M7---7fM,M)T

angeordnet, wodurch ein lineares Gleichungssystem Au = b der Dimension
n = M? entsteht. Die Matrix A besitzt die folgende Bandstruktur

C -1 4 1
A= |1 @ mit c= |t . (8.25)
e oo =1
I C 1 4

Die Matrix A ist nur schwach besetzt, da jede Zeile maximal 5 Elemente
ungleich null enthélt. Desweiteren ist A symmetrisch und positiv definit. Fi-
ne Cholesky-Zerlegung A = LL" wiirde jedoch zahlreiche Eintrige ungleich
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null in L erzeugen, d.h. L ist nicht schwach besetzt. Dagegen erfordern
Matrix-Vektor-Produkte beziiglich A nur vergleichsweise wenig Operatio-
nen. (Nur Elemente ungleich null miissen abgearbeitet werden.)

Fiir die Matrix (8.25) kann der Spektralradius der jeweiligen Iterationsma-
trix I — B~ A fiir die obigen drei Verfahren explizit berechnet werden. Zur
Wahl des optimalen Relaxationsparameters im SOR-Verfahren siehe auch
Abb. 28. Im einzelnen ergeben sich die folgenden Werte:

Jacobi-Verfahren: p(I — D 'A) = cos( s

GauB-Seidel-Verfahren: p(I — (D + L) 'A) = cos® (5/7)

N—"

SOR-Verfahren: p(I — B(wept) 'A) = (liOij((Mﬂl)))Q

3 |+

Wir erkennen die Relation
1> py > pas > psor > 0 fiir festes M > 2.

Nach Satz 8.1 ist damit die Konvergenz in allen drei Iterationsverfahren
garantiert. Nach Satz 8.2 ist die Gréfenordnung des Spektralradius ent-
scheidend fiir die Konvergenzgeschwindigkeit, d.h. wieviele Schritte fiir ei-
ne bestimmte Genauigkeit bendtigt werden. Mit steigender Problemgrofie
M — oo folgt p — 1, wodurch die Konvergenz in allen drei Verfahren
immer langsamer wird. Fiir festes M ist jedoch das Gauf-Seidel-Verfahren
etwa doppelt so schnell wie das Jacobi-Verfahren wegen pgs & p3. Es ldsst
sich desweiteren fiir grofles M annédhern

K __ _ Inpsor ~, 4(M+1)
Py = PSOR = K= 7=~ ——F—,

wodurch das SOR-Verfahren mit optimalem Relaxationsparameter mehr als
M mal so schnell wie das Jacobi-Verfahren konvergiert.
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Abbildung 28: Spektralradius der Iterationsmatrix im Relaxationsverfahren fiir verschie-
dene Parameter w € [0, 2] bei Matrix (8.25) mit M = 10.

Ausblick:

Es gibt neben den stationdren Verfahren noch weitere fortgeschrittene Ite-
rationsmethoden fiir grofle lineare Gleichungssysteme.

e Verfahren der Konjugierten Gradienten (CG-Verfahren)
nur fiir symmetrische positiv definite Matrizen; basiert auf sukzessi-
ver Minimierung des Fehlers entlang von eindimensionalen Suchrich-
tungen; Verallgemeinerungen auf allgemeine Matrizen und nichtlineare
Gleichungssysteme existieren.

o Generalised Minimal Residual method (GMRES)
fiir allgemeine Matrizen; basiert auf Minimierung des Residuums; Re-
chenaufwand steigt in der Iteration jedoch mit der Schrittzahl an.

e Mehrgitterverfahren
bei Matrizen die aus Diskretisierungen von partiellen Differentialglei-
chungen entstehen; Wechsel zwischen groben und feinen Gittern findet
in der Iteration statt.
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Kapitel 9

Nichtlineare Gleichungssysteme

In diesem Kapitel behandeln wir die numerische Losung von nichtlinea-
ren Gleichungssystemen bzw. Nullstellenprobleme. Am Fall einer Funktion
einer Verdnderlichen kann man bereits die wesentlichen Begriffe und Verfah-
ren studieren. Die Verallgemeinerung auf n-dimensionale nichtlineare Glei-
chungssysteme ergibt sich direkt, erfordert bei der Analyse jedoch einen
gewissen technischen Aufwand. Wir betrachten hauptséchlich das Newton-
Verfahren und seine Varianten, welche die zentralen Methoden zur Loésung
nichtlinearer Gleichungssysteme darstellen.

[saac Newton verfasste von 1664-1671 seine Arbeit 'Methodus fluxionum et serierum infini-
tarum’ (Von der Methode der Fluxionen und unendlichen Folgen). Darin beschrieb er eine
Idee zur approximativen Bestimmung der Nullstelle eines Polynoms dritten Grades. Joseph
Raphson formalisierte 1690 in seiner Arbeit ’Analysis aequationum universalis’ diese Be-
rechnung auf die allgemeine Gleichung 3. Grades, wodurch das bekannte Iterationsverfahren
folgte. Daher wird diese Iteration als Newton-Verfahren oder Newton-Raphson-Verfahren
bezeichnet.

9.1 Der eindimensionale Fall

Gegeben sei eine hinreichend oft stetig differenzierbare Funktion f : D — R
mit D C R. Wir nehmen an, dass f eine eindeutige Nullstelle € D besitzt,
d.h. eine Losung der Gleichung

flx)=0. (9.1)



Das Nullstellenproblem (9.1) bedeutet, die Losung & durch numerische Ver-
fahren ndherungsweise zu bestimmen. Ist f eine nichtlineare Funktion, so
liegt eine nichtlineare Gleichung vor.

Fiir eine allgemeine nichtlineare Funktion f existiert kein direktes Verfah-
ren zur Losung der Gleichung (9.1). Wir sind daher auf Iterationsverfahren
angewiesen, die ausgehend von einem Startwert eine Folge von Ndherungen
liefern

2 — ot — 2P = P —

wobei das Verfahren derart konstruiert ist, dass

lim 2F = %

k—o00
gilt. Fiir hinreichend hohes k ist die Approximation genau genug und man
kann die Iteration abbrechen. Die Konvergenz soll moglichst schnell sein,
wodurch eine kleine Schrittzahl £ dann bereits ausreichend ist.

Bisektion

Ein einfacher und robuster Ansatz zur numerischen Losung der nichtlinearen
Gleichung (9.1) ist die Bisektion, d.h. eine Intervallschachtelung basierend
auf Vorzeichenbetrachtungen wird vorgenommen. Dabei ist lediglich f als
stetig vorauszusetzen, wodurch der Zwischenwertsatz gilt. Abb. 29 veran-
schaulicht diese Strategie. Befindet sich im Anfangsintervall eine eindeutige
Nullstelle, so ist die Konvergenz dieser Methode offensichtlich.

Algorithmus 9.1:  Bisektion

wéhle a,b mit a < b und f(a)- f(b) <0
A:= f(a), B := f(b)
while (b —a) > TOL
t=952 T = f(t)
ifA-T>0. a=t, A:=T
else b:=t, B:=T

end(while)
T = GTJ“b
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Abbildung 29: Prinzip der Bisektion.
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Es sei [a*, "] das Intervall aus dem k-ten Schritt der Bisektion. Die korre-

spondierende Niherung ist daher x" := “k—;rbk Man {iberlegt sich

bk — o [

koo . .. .
|z" — 2| < 5 = o fir k=0,1,2,.... (9.2)

1

Dadurch liegt lineare Konvergenz vor mit dem Faktor C' = 3.

Newton-Verfahren

Das Newton-Verfahren dagegen verwendet eine Linearisierung der Funkti-
on f aus (9.1), d.h. Tangenten an die Funktion werden gebildet. Daher
ist f € CYD) notwendig zur Durchfiihrung des Ansatzes. Abb. 30 illu-
striert die entstehende Iteration geometrisch.

Die Tangente durch (2%, f(2*)) ist gegeben iiber

t(z) = f(a") + (z —2%) f'(2").
Die Nullstelle der Tangente ist die neue Approximation, d.h. t(z**!) = 0. Es folgt die
Iteration .
k+1 _ k _ f(z")
fr(a*)
Dabher ist f'(z) # 0 fiir alle z € (£ — 0,2 + J) mit einem § > 0 zu fordern.
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Abbildung 30: Prinzip des Newton-Verfahrens.

Algorithmus 9.2:  Newton-Raphson-Verfahren

wihle 2°
for k=0,1,2,..., knax
o=l — () f ()
if |28+t — 2% < TOL:  exit
end(for)
&= Mt
Das Newton-Raphson-Verfahren ist im allgemeinen nicht global konvergent.
Betrachte beispielsweise das Nullstellenproblem

f(x) := arctan(x) = 0. (9.3)

Fiir Startwerte 2° nahe der Nullstelle & = 0 konvergiert die Newton-Itera-
tion. Fiir zu hohes |2°| divergiert die Iteration alternierend gegen unendlich.

Dies ist ein qualitativer Unterschied zu den bisherigen Verfahren. Bei einem
linearen Gleichungssystem liefert der Gauf3-Algorithmus nach endlich vielen
Schritten die exakte Losung (bis auf Rundungsfehler). Die stationéren Ite-
rationsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme sind unter geeigneten Vor-
aussetzungen global konvergent.
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Konvergenzuntersuchung

Um die Konvergenz und Konvergenzgeschwindigkeit der Iterationsverfah-
ren zu diskutieren, betrachten wir eine allgemeine Fizpunktiteration. Ein
Einschritt-Verfahren kann in der Form

" = @) (9.4)

geschrieben werden mit einer Iterationsfunktion ® : D — D (D C R). Falls
die Iteration gegen ein * € D konvergiert und ® stetig ist, dann ist  ein
Fizpunkt von ®, denn es gilt

= lim 2" = lim ®(z") = @ (lim xk) — 3(3).

k—o0 k—o0 k—00

Definition 9.1: Sei & € D ein Fixpunkt von ® : D — D. Die Iteration (9.4)
ist lokal konvergent, falls eine Umgebung U C D von I existiert, so dass
limy_ o 2% = 2 fiir alle Startwerte 2° € U gilt. Das Verfahren (9.4) heift
global konvergent, wenn limy,_,o 2* =  fiir alle Startwerte 20 € D vorliegt.

Bemerkung: Lokale und globale Konvergenz implizieren, dass der Fixpunkt
eindeutig in U bzw. D ist.

Definition 9.2: Sei & € D ein Fixpunkt von ® : D — D. Die Iterati-
on (9.4) ist lokal konvergent von (mindestens) der Ordnung p > 1, wenn
eine Umbegbung V' C D von 7 existiert, so dass

\ka — 1| < C’|xk —z|?

fiir alle Startwerte 2° € V gilt mit einer Konstanten C' > 0. Im Fall p = 1
muss zudem C' < 1 gelten.

Bemerkung: Die Definitionen konnen verallgemeinert werden aus Funktio-
nen ® : R" — R" mit einer Vektornorm || - || anstelle des Absolutbetrags |- |.
In diesem Kapitel verwenden wir die Euklidische Norm, sofern nicht anders
gekennzeichnet.
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Faustregel: Ist die Iteration konvergent mit Ordnung p > 2, dann steigt die
Anzahl der korrekten Dezimalstellen in der Ndherung mit jedem Iterations-
schritt etwa um den Faktor p. (Also p = 2 bewirkt eine Verdoppelung der
korrekten Stellen pro Schritt.)

Die Bisektion 1dfit sich laut (9.2) als linear konvergent (p = 1) mit der
Konstante C' = % interpretieren. Im wichtigen Spezialfall p = 2 zeigt man
iiber vollstandige Induktion

2" — &) < ¥ Y2 — 2"

Die Konvergenzordnung wird iiblicherweise durch Taylor-Entwicklung um
den Fixpunkt ermittelt:

O(z) = O(2) + V(&) (x — &) + 10" (@) (& — )2 + - -
S g = B(ah) = B(3) + V() (2" — &) + 10" (3)(@F — &)+ -

Fiir die Newton-Iteration erhalten wir die Formel (sofern f'(x) # 0)

k+1 _ ok f(z") _ [f(=)
f'(@")

= P(x) =

X

/()
f"(x)
f'(@ f'()*
nd ®'(z) = 0, wodurch folgt

(x)f”( )

= [(z)

f'(x)® -
2" = & (2h) = +(\}i(/g-ﬁl(x — )+ % (3 4 OF(ak — 3))(zk — £)?

= xlﬁ—l — = %(I)”(QIAZ T ﬁk(xk _ ﬁ?))(a}k o @)2
mit 9¥ € (0,1). Ist ®” stetig, dann withlen wir eine kompakte Umbegung
V C D von z. Es existiert ein C' > 0 mit |®"(z)| < 2C fiir alle x € V und

daher

Fias fiir 2% € V.

— 2| < Cl2* — 2)?

Das Newton-Raphson-Verfahren ist somit lokal konvergent von (mindestens)
der Ordnung 2, d.h. quadratische Konvergenz liegt vor. Im allgemeinen ist
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Abbildung 31: Prinzip des vereinfachten Newton-Verfahrens.

die Konvergenzordnung genau 2, da meistens ®”(z) # 0 vorliegt. Es ist
dann 3®”(%) der dominierende Faktor in der Taylorentwickulung der Ite-
rationsfunktion. Die Newton-Iteration ist jedoch nicht global konvergent,
siche das Gegenbeispiel (9.3).

Fiir Fixpunktiterationen gibt der Satz von Banach ein Kriterium zur Konvergenz. Allge-
mein gilt fir ® € C! die Aussage

|D(x) — P(y)| < L-|z—yl fir alle z,y e U

mit L : sup{|®'(z)| : x € U}, welche man mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
folgt. Voraussetzung fiir den Fixpunktsatz von Banach ist Kontraktivitit, d.h. L < 1.
Wegen @'(z) =0 gilt L < 1 falls U = [& — 0, % + 6] mit § > 0 hinreichend klein wegen der
Stetigkeit von ®’. Der Satz von Banach garantiert dann die Konvergenz gegen 1 fiir alle
2% € U mit der Konvergenzordnung p > 1.

An dieser Stelle diskutieren wir noch das wvereinfachte Newton-Verfahren,
obwohl dieses erst im mehrdimensionalen Fall von Bedeutung ist. Im eindi-
mensionalen Fall lautet die Iteration

k+1 k f(z) o
" =a _f’(azo) fir £k=0,1,2,...

d.h. der Ableitungswert wird konstant gehalten und keine weitere Berech-
nung der Ableitung ist erforderlich. Abb. 31 zeigt eine geometrische Inter-
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pretation. In diesem Fall lautet die Iterationsfunktion

f(x)
O(x) =2 — 0
Folglich haben wir wieder ®(z) = Z. Die erste Ableitung ist
f'(x)
®'(z) =1— .
D=1

Es gilt im allgemeinen ®'(z) # 0, d.h. ®'(Z) ist der dominierende Faktor
in der Taylorentwicklung der Iterationsfunktion. Falls 2° ~ & und = ~ &
ist, dann erhalten wir f'(z) ~ f/'(z") und somit |®'(z)] < C < 1. Das
vereinfachte Newton-Verfahren ist damit konvergent von der Ordnung 1,
d.h. lineare Konvergenz liegt vor, sofern 2° hinreichend nahe an % ist.

9.2 Der mehrdimensionale Fall

Wir betrachten nun ein nichtlineares Gleichungssystem der Form
F(x)=0 (9.5)

mit ' : D — R" (D C R"). Wieder nehmen wir die Existenz einer ein-
deutigen Nullstelle £ € D an. Der Fall n = 1 wurde im vorhergehenden
Abschnitt behandelt.

In der mehrdimensionalen Situation wird eine geometrische Interpretati-
on des Newton-Verfahrens wie im eindimensionalen Fall (siehe Abb. 30)
unanschaulich. Alternativ motivieren wir das Newton-Verfahren nur iiber
eine Linearisierung des Systems (9.5). Fiir F' € C? fiihren wir eine Taylor-
Entwicklung der Nullstelle # um den Startwert 2° durch

0= F(&) = F(a") + DF(a")(& — 2”) + O(|l& — 2"|]%).

Durch Vernachlassigung des Restterms erhalten wir eine im allgemeinen
bessere Naherung fiir die Nullstelle

0= F(2") + DF(2°) (2! — ).
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Diese Formel stellt ein lineares Gleichungssystem fiir die neue Approxima-

tion dar. Sukzessiv folgt somit die Newton-Iteration im mehrdimensionalen
Fall

" = gF — DF (M) R () fir k=0,1,2,..., (9.6)

wobei in jedem Iterationsschritt ein lineares Gleichungssystem zu 16sen ist.
Die Auswertung der Funktionalmatrix DF(x) € R™" erfolgt meist iiber
numerische Differentiation

DF(z) = (ALF, ..., A F), AF = h%(F(x—Fhiei) — F(x))

mit Schrittweiten h; > 0 und den Einheitsvektoren e; € R". Somit sind
n zusétzliche Funktionsauswertungen von F' notwendig.

Gilt lediglich ' € C!, so kann man die Taylorentwicklung nur bis zum
ersten Glied durchfiithren

0=F()=F(@&") +DF(’ 4+ (1 - 6)2) (2 —2") mit € €0,1].

Da DF stetig ist, wird die Approximation DF (£x° + (1 — €)#) = DF(a")
bei hinreichend gutem Startwert sinnvoll. Es entsteht also wieder das obige
mehrdimensionale Newton-Verfahren.

Algorithmus 9.3:  mehrdim. Newton-Verfahren

wiihle x°
for k=0,1,2,..., knax
bestimme F(z%) und DF(a")
lose  DF(zF)Ax* = —F(2%)
Pl = ok AP
if ||[Ax*|| < TOL: exit
end(for)

&= gkt
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Der Aufwand in jedem Iterationsschritt (9.6) setzt sich damit zusammen
aus:

1. Auswertung der nichtlinearen Funktion F'.

2. Bestimmung der Funktionalmatrix DF.
(Bei numerischer Differentiation bedeutet dies n zusétzliche Auswer-
tungen von F.)

3. Losung des linearen Gleichungssystems.
(Uber LR-Zerlegung erfordert dies einen Aufwand O(n?) bei vollbe-
setzten Matrizen.)

Je nachdem aus welcher Anwendung die Funktion F' entsteht, kann der
Aufwand in den drei Teilbereichen sehr unterschiedlich ausfallen.

Um den Rechenaufwand in den Anteilen 2 und 3 zu reduzieren, kann man
zum vereinfachten Newton-Verfahren {ibergehen. Dabei verwendet man die
Funktionalmatrix aus dem ersten Iterationsschritt in allen weiteren Schrit-
ten. Somit ist nur eine einmalige Auswertung der Funktionalmatrix not-
wendig. Eine LR-Zerlegung dieser Matrix kann in allen weiteren Iterations-
schritten zur Losung der linearen Gleichungssysteme verwendet werden. Es
sind lediglich Vorwarts- und Riickwérts-Substitutionen durchzufiihren.

Algorithmus 9.4: vereinfachtes Newton-Verfahren

wihle 2V
bestimme DF ()
zerlege DF(2) = L- R
for k=0,1,2, ... K
bestimme F(z%)
lose Ly=—F(z¥) und RAzF=y
o= b 4 AP
if ||Ax*|| < TOL: exit

end(for)
&= Ml
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Im vereinfachten Newton-Verfahren liegt jedoch nur lineare Konvergenz vor,
wodurch eventuell viele Iterationsschritte notwendig sind. Zudem ist der
Konvergenzbereich im allgemeinen deutlich kleiner als beim gewdhnlichen
Newton-Verfahren, d.h. man benétigt bereits gute Startwerte.

9.3 Konvergenz des gewdhnlichen Newton-Verfahrens

Zu der Konvergenz des gewohnlichen Newton-Verfahrens bei nichtlinearen
Gleichungssystemen seien hier zwei Sétze zitiert und diskutiert. Die Aussa-
gen gelten auch im Spezialfall n = 1.

Satz 9.3: Sei & eine Nullstelle von F: D — R" (D C R"),
Fx)=(fix),....fule)", z=(x1,...,2,)"
und F € C*(D). Wir definieren beziiglich der Mazimumnorm
K={zeR": ||z -2 <r}CD

und

9*fi (2)
81’2'(91‘]'
Wenn det DF(Z) # 0 und

M = max{

1< 14,7 <n, xE/C}.

Br<g mit §:=n’M|DF(@) |«

gilt, dann ezistiert die Folge (2¥)ren definiert durch das Newton-Verfahren
fiir beliebiges 1° € K, d.h. alle Matrizen DF (z*) sind regulir. Die Folge
konvergiert gegen & und es qilt

2" = @lloe < Blla* = 212 < glla" — e

Beweis:
Zuerst zeigen wir

|IDF(x) — DF(y)|loo < n*M||x — y||o fiir alle z,y € K.
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Uber den Mittelwertsatz folgt mit ¥J; € (0, 1)

2 5’fz <~ P
a$] al,] )_ axqax](y+ﬂl($_y))($q_yq)
q=1

() =

Oy O
81']' 8[)3]' y)| = nit max

Z af O

2150, " o,

<y>\ < Myl

fiir jedes [, wodurch die Behauptung gezeigt ist. Wir verwenden Induktion. Es sei daher
2F € K (2° € K ist vorausgesetzt). Taylor-Entwicklung liefert

0= F(&) = F(2*) + DF(2%) (& — 2") + RF,

wobei die I-te Komponente von R* € R™ die Gestalt

¢ afl - E\\ /(4 k\/a k
— 2;;8@3% R VN G N(@i — 27)(5 — x5).

hat. Damit erhalten wir direkt
|R¥|loe < gn®M||z* — 2]|2,.

Um die Newton-Iteration anwenden zu kénnen, benétigen wir det DF(z*) # 0. Wir defi-
nieren die Hilfsmatrix H* := DF(z*) — DF(2). Weil #,2* € K gilt, folgt nun

|H"(loo = | DF(2") = DF(2)[|loc < n*M|j2* — 2o < n*Mr.
Desweiteren haben wir
DF(2*) = DF(2) + DF(2*) — DF(%) = DF(2)(I + DF (%) "H").

Somit gilt det DF (2*) # 0 genau dann, wenn det(I+DF(2)~H") # 0. Dies wird garantiert
durch die Bedingung

IDF (@)™ H oo < IDF(2) ™ loo - [1H¥[|oc < n?Mr=fr < ;<L

= n2M
Die Formel fiir die Newton-Iteration und die obige Taylor-Entwicklung liefern
2" — 3 =a% — & — DF(2") ' F(2") = DF(2") "' R".
Die allgemeine Aussage ||(I + B)"!|| < 1/(1 —||B]|) fiir |B|| < 1 impliziert
IDF(*) oo = (I + DF(#)~ H*) "' DF(3) | < 2| DF(#)” |
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Schliefllich erhalten wir
[Ea IDF (") oo - IRl

2| DF (&)~ |sogn® M||z* — &|2,

Blla* — 2|2,

Br||lz* — #]|s

sllz* = 2o

_inoo

IN N

IA A

und damit gelten die behaupteten Konvergenzaussagen. U

Das Newton-Verfahren im mehrdimensionalen Fall ist somit lokal quadra-
tisch konvergent. In diesem Satz wird F € C? vorausgesetzt. Ebenfalls ist
bereits die Existenz einer Nullstelle gefordert. Ein Resultat, das auf diese
Forderung verzichtet und sich stattdessen am Startwert orientiert, ist der
folgende Satz von Newton-Kantorovich.

Satz 9.4: (Newton-Kantorovich)
Sei D C R" offen und konver sowie F' : D — R" eine glatte Funktion
(F € Ct). Fiir einen Startwert 2° € D sei det DF(2") # 0. Konstanten
a, B,y > 0 sollen existieren mit

i) IDF@E)" P < a
(i) [|[DF@°)7 <8
(iil) [|DF(z) = DF)|l <yllz -yl fir alle z,y € D.

in einer beliebigen Vektornorm und korrespondierender Matrixnorm. Wir
definieren die Werte

h:=aBy, pia:= % (1 F M)

und Mengen
Spl/z(ff?o) ={reR": |z -2 < P12}

Wenn h < 3 und S, (2°) C D gilt, dann ezistiert die Folge (z*)ren aus dem
Newton-Verfahren (alle Matrizen DF(z*) sind regulir). Die Folge ist in
S, (2°) enthalten und konvergiert gegen eine Nullstelle von F. Diese Null-
stelle ist eindeutig in der Menge D N S, (z?).

Zum Beweis siehe: J. M. Ortega, W. C. Rheinboldt: Iterative Solution of Nonlinear Equa-
tions in Several Variables. STAM, Philadelphia, 2000.
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Der Satz ist eher von theoretischem Interesse, da die Voraussetzungen in den
Anwendungen im allgemeinen nicht nachpriifbar sind. Im Satz von Newton-
Kantorovich wird nur F' € C! verlangt. Zudem stellt die Forderung (iii)
jedoch eine Lipschitz-Bedingung an DF. Diese ist fiir F' € C? lokal erfiillbar.

Als Beispiele betrachten wir die Gleichungssysteme

Glo 5g) = <x2 _ 10arctan(z1) ) B (8) | o)

x1 + 10 arctan(zz)

und 4 (W ) .
Ty — sin” (Sxq

H(xl,xg) = ( 1 —|—Siﬂ3 (§$2) ) = < 0 > . (98)
Beide Systeme sind so konstruiert, dass die eindeutige Nullstelle x1 = 29 = 0
ist. Abbildung 32 und Abbildung 33 zeigen das Konvergenzverhalten beim
gewohnlichen und beim vereinfachten Newton-Verfahren. Die Grafiken ver-
deutlichen Konvergenz bzw. Divergenz fiir verschiedene Startwerte. In allen
Darstellungen erkennt man einen konvexen Bereich um die Nullstelle, in dem
fiir alle Startwerte Konvergenz eintritt. Fiir Beispiel (9.7) liegt auerhalb
dieses Gebiets (abgesehen von einem kleinen Grenzbereich) stets Divergenz
vor. In Beispiel (9.8) konvergieren bei weiter entfernten Startwerten die Ite-
rationen teilweise. Man erkennt, dass der Konvergenzbereich des vereinfach-
ten Newton-Verfahrens kleiner als beim gewohnlichen Newton-Verfahren ist.

Es sei jedoch betont, dass diese Systeme hier Modellprobleme sind. Das Ver-
halten bei hochdimensionalen Gleichungssystemen aus Anwendungen kann
mit diesen Beispielen nicht beurteilt werden.

Als ein praktisches Beispiel betrachten wir eine Kette aus 2n Segmenten
der Lange 1, die an zwei gegeniiberliegenden Punkten mit Abstand 6 befe-
stigt ist. Unter der Schwerkraft nimmt die Kette eine bestimmte Form an,
die eindeutig durch die Winkel zwischen den Segmenten und der Horizonta-
len festgelegt ist. Aus Symmetriegriinden sind nur n Winkel zu bestimmen.
Es folgt ein nichtlineares System aus n + 1 Gleichungen fiir die n Win-
kel x1,...,x, und die Horizontalkomponente x,.; einer Kraft. Das System
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Abbildung 32: Konvergenz des gewohnl. Newton-Verf. (links) und des vereinf. Newton-Verf.
(rechts) bei Beispiel (9.7). (grau: Konvergenz, weifl: Divergenz)

Abbildung 33: Konvergenz des gew6hnl. Newton-Verf. (links) und des vereinf. Newton-Verf.
(rechts) bei Beispiel (9.8). (grau: Konvergenz, weifl: Divergenz)
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Abbildung 34: Kette mit 8 Segmenten (links) und 20 Segmenten (rechts).

F(x) =0mit F = (f1,..., fay1)' ist gegeben durch
fi = 2x,41sin(z;) — (2n —1—2(j — 1)) cos(z;), i=1,...,n,

fo1 = —3+Zcos(:vj).
j=1

Wir 16sen dieses nichtlineare Gleichungssystem mit dem (gewohnlichen)
Newton-Verfahren. Als Startwert verwenden wir x? =qfiry=1,...,n,da
die Winkel im Intervall (0, 5) liegen, und %, ; = 1. Abb. 34 zeigt die resul-
tierende Kette in den Féllen n = 4 bzw. n = 10. Wahlt man fiir die Winkel

zu kleine Startwerte (z.B. x? = 15), dann divergiert die Newton-Iteration.

Allgemein gilt: Divergiert bei gegebenem Startwert z° die Newton-Iteration
und sind keine besseren Startwerte vorhanden, dann koénnen folgende Al-
ternativen versucht werden:

e Modifiziertes Newton-Verfahren
Kombination aus dem gewdhnlichen Newton-Verfahren und einer Mi-
nimierung des Residuums r(z) = ||F(x)]|3.

e FEinbettungsverfahren (auch: Fortsetzungsverfahren)
Einbettung des nichtlinearen Gleichungssystems in eine parameter-
abhingige Schar F(z,\) = 0 aus Systemen mit F(z,1) = F(z), zu
denen eine Anfangslosung bei F(z,0) = 0 bereits bekannt ist.
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