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Einleitung

Die Entwicklung elektrischer Schaltungen basiert heute hauptséchlich auf numeri-
scher Simulation, anstelle Prototypen anzufertigen und experimentell zu untersu-
chen. Die Schaltungssimulation ermoglicht zahlreiche Tests unter Modifizierungen
der Schaltkreiselemente, woraus eine Einsparung von Zeit und Kosten resultiert.
Hierfiir ist eine mathematische Modellierung der Schaltkreiskomponenten not-
wendig, mit der hdufig das Verhalten der Schaltung in Abhéngigkeit von der Zeit
analysiert wird. Die Kirchhoffschen Gesetze fithren dann auf nichtlineare, steife,
implizite Differentialgleichungssysteme, welche extrem grof}; aber nur schwach ge-
koppelt, sind. Dies erfordert ausgereifte numerische Verfahren, um jene Systeme
hinreichend genau und innerhalb einer akzeptablen Rechenzeit zu l16sen.

In vielen wichtigen Schaltungen, wie z.B. bei Mischern, Filtern, Konvertern u.a.,
treten sehr unterschiedliche Zeitskalen auf. Besonders héufig kommt dies bei An-
wendungen in der Kommunikationselektronik vor, weswegen man auch von Ra-
dio Frequency Schaltungen oder kurz RF-Schaltungen spricht. Eine Analyse wird
durch dieses Zeitverhalten erschwert, wenn man das gewdhnliche Differential-
gleichungssystem, die sog. Ordinary Differential Equation oder ODE, behandelt,
insbesondere falls dort starke Nichtlinearitdten enthalten sind. Um né&mlich In-
formationen iiber das gesamte Verhalten der Losung zu gewinnen, miiite man
ihren schnellen Anteilen folgen.

Durch einen neuen Ansatz aber kénnen diese Schwierigkeiten vermieden wer-
den. Dabei geht man zu Funktionen mehrerer Verdnderlicher, sog. Multivariater
Funktionen oder M VFen, iiber, welche die Signale hier effizient darstellen, indem
jeder der weit separierten Zeitraten eine eigene Variable zugeordnet wird. Dies
iiberfithrt dann das gewohnliche Differentialgleichungssystem der Schaltung in
ein System partieller Differentialgleichungen, die sog. Multirate Partielle Diffe-
rentialgleichung oder MPDE.

Ein derartiger Ubergang ist ungewohnlich, da man oft bestrebt ist, Probleme
von partiellen Differentialgleichungen auf Systeme von gewohnlichen Differen-
tialgleichungen zuriickzufiithren, wie z.B. durch ein charakteristisches Differen-
tialgleichungssystem oder eine Semidiskretisierung. Jedoch erweist sich dieses
Modell als vorteilhaft, da die Losung der MPDE schneller und genauer erfol-
gen kann als die der korrespondierenden ODE, besonders wenn Nichtlinearititen
vorliegen. Dies machen neue Verfahren moglich, die auch fiir den nichtlinearen
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Fall geeignet sind. Aus der Losung der MPDE wird schliellich leicht die der ODE
erhalten. Zudem hat man mit der kompakteren Darstellung in den MVFen eine
neue Interpretation von Signalen, an der man das Verhalten in den einzelnen
Zeitraten anschaulich erkennen kann. Sie bewirkt desweiteren auch eine Spei-
cherplatzersparnis.

Die Resultate und Methoden aus der Theorie hier lassen sich auf alle Problem-
stellungen mit unterschiedlichen Zeitskalen iibertragen, derzeit ist aber die Schal-
tungssimulation die Hauptanwendung.

In dieser Arbeit wird das entstehende partielle Differentialgleichungssystem, also
die MPDE, néher untersucht und es werden Verfahren zu dessen numerischer
Losung erldautert, welche hierzu auch implementiert sind. Somit geht die Analysis
und die Numerik dieses Differentialgleichungstyps in die Untersuchungen ein.
Das erste Kapitel stellt das Prinzip der MVFen dar und erldutert die Zusam-
menhénge zwischen ODE und korrespondierender MPDE, insbesondere die Be-
ziehungen zwischen beiden Losungen. Dazu werden Sétze aus dieser Theorie an-
gefiihrt.

Im zweiten Kapitel finden ndhere Untersuchungen der MPDE als System parti-
eller Differentialgleichungen statt. Hierbei zeigt sich, dafl man die Resultate aus
dem ersten Kapitel iiber die Relationen zwischen der MPDE und ihrer zugehori-
gen ODE allein aus der Struktur der MPDE erhalten kann. Dies wird durch die
Formulierung und Analyse von einem charakteristischen Differentialgleichungs-
system ersichtlich.

Drei Verfahren zur numerischen Lésung der MPDE werden im dritten Kapitel
vorgestellt, ndamlich die Finite Differenzen Methode, die sog. Hierarchische Rand-
wertproblemlésung und ein auf der Charakteristikenstruktur aufbauendes Ver-
fahren. Auf Methoden, die das Prinzip der Harmonischen Balance verwenden,
wird in dieser Arbeit nicht eingegangen.

Die Implementierung der drei Methoden wird im vierten Kapitel beschrieben. Es
beinhaltet auch eine Anleitung, wie die zugehorigen Programme benutzt werden,
insbesondere welche Parameter man zu deren Ausfithrung festzusetzen hat. Jene
Programme liegen auf einer Diskette bei.

Im letzten Kapitel sind numerische Ergebnisse von Néherungslosungen zu Test-
beispielen fiir die MPDE dargestellt, die man mit diesen Algorithmen erhélt. Die
Fehler der einzelnen Verfahren werden dazu in Tabellen zusammengefafit und

durch Grafiken visualisiert.
Den AbschluB} bilden SchluBbemerkungen und Ausblicke.

Bedanken mochte ich mich bei Prof. Dr. Rentrop fiir die interessante Aufgaben-
stellung. Ich danke auch Dr. Giinther, der diese Arbeit sehr gut betreute.



Kapitel 1

Herleitung und Bedeutung der
MPDE

In diesem Kapitel finden zunéchst einfithrende Betrachtungen statt, die durch eine
Problemstellung aus der Schaltungssimulation motiviert sind. Darauf folgen dann
Definitionen, aus welchen sich die grundlegende Theorie ergibt. Die in diesem
Abschnitt enthaltenen Sdtze konnen auch in [1] gefunden werden.

1.1 Motivation

In elektrischen Schaltungen treten haufig Signale mit sehr unterschiedlichen Zeit-
skalen auf. Man betrachte als Beispiel folgende Schaltung, welche aus einem Kon-
densator der Kapazitiat C', einem Widerstand der Grofle R und einer unabhéngi-
gen Stromquelle £ besteht.

——C R 8E

Abbildung 1.1: Beispielschaltung
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Die Stromquelle liefere dabei als Eingangssignal eine schnelle Sinusschwingung
von z.B. 1 GHz, die durch eine langsame Sinusschwingung von z.B. 1 KHz mo-
duliert ist. Die Gestalt dieses Signals in Abhéngigkeit von der Zeit ist damit

b(t) = sin (QTI ) sin (2T: ) , (1.1)

wobei hier 77 = 100073, allgemein T} > T, gilt.
Fiir die zeitabhéngige Spannung x(t) an einem der Knoten dieser Schaltung ergibt
sich nun nach dem Kirchhoffschen Gesetz die gewohnliche Differentialgleichung

Ci + % +b(t) =0 (1.2)

mit der Ableitung des Ladungsterms ¢(x) = C'v und der Funktion f(z) = % vom
Widerstand her.

Diese Spannung besitzt dann im allgemeinen das gleiche Verhalten wie der Erre-
ger b, d.h. sie setzt sich ebenfalls aus einer schnellen Schwingung, moduliert von
einer langsamen Schwingung, mit denselben Zeitraten zusammen. Jene Zeitra-
ten T} und T seien bekannt. Um jedoch die Losung x(t) zu einem Anfangswert
z(0) = zy iiber das Intervall [0,7}] zu berechnen, miissen dann etwa Tl einzelne
Schwingungen erfafit werden, deren Anzahl wegen 77 > T sehr grof3 1st Fiir die-
ses Anfangswertproblem sind dadurch bei Anwendung eines numerischen Integra-
tionsverfahrens extrem viele Zeitschritte notwendig. Zudem ist eine vorgegebene
Genauigkeit der Nédherungslosung dabei kaum einzuhalten. Dies gilt besonders
im Falle nichtlinearer Schaltungselemente, also nichtlinearer Funktionen ¢ und f.
Durch Ubergang zu adiquaten Funktionen mehrerer Verdnderlicher, sog. Mul-
tivariater Funktionen (MVF), und Umformung der gewohnlichen Dgl. (ODE)
in eine partielle Dgl., die sog. Multirate Partielle Differentialgleichung (MPDE),
kann dies vermieden werden. Dabei wird nun mehr Information aus dem schnel-
len Schwingungsanteil, insbesondere dessen bekannte Zeitrate 15, benutzt. Die
Losung dieser MPDE kann durch Verwendung geeigneter Verfahren schneller und
genauer erfolgen als die Losung der korrespondierenden ODE und ist auch bei
Nichtlinearitéiten in den Gleichungen bestimmbar. Aus der Losung der MPDE
wird schliellich die Losung der urspriinglichen ODE erhalten.

Die hier folgenden Resultate kénnen auf alle Problemstellungen mit unterschied-
lichen Zeitskalen angewendet werden, jedoch ist die Schaltungssimulation die
Hauptanwendung.

Néheres iiber die Vorgehensweisen in der Schaltungssimulation kann aus [2] ent-
nommen werden.
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1.2 Multivariate Funktionen

Ist eine zeitabhéngige Funktion mit mehreren unterschiedlichen Zeitskalen ge-
geben, so ist deren zugehorige Multivariate Funktion (MVF) jene Funktion von
mehreren Verdnderlichen, bei der jeder Zeitrate eine eigene Variable zugeordnet
wird.

Man betrachte als Beispiel wieder das Zwei-Ton Signal

b(t) = sin @—Tt) sin (QT—:t) (1.3)

mit 77 > T,, speziell hier T} = 1ms, Ty = 0.01ms. Es erfolgen also iiber die
Zeitrate T} hinweg 100 modulierte Sinusschwingungen.

Wenn k Zwischenpunkte nétig sind, um eine einzelne Schwingung durch Inter-
polation oder in einem Integrationsverfahren zu erfassen, so sind fiir das ganze
Signal iiber das Intervall [0,77] hinweg hier k;% Punkte notwendig, d.h. wegen
T1 > T; eine extrem grofie Anzahl.

Man kann nun aber von der nur zeitabhéngigen Funktion b zu einer Darstellung
in mehreren Variablen iibergehen. Dabei wird fiir den langsam veréindernden Teil
eine Variable ¢; und fiir den schnell variierenden Teil eine Variable ¢, eingefiihrt.
Damit erhélt man die MVF von b, welche folgende Gestalt hat :

~ 2 2
b(tl,tg) = sin (%tl) sin <T72rt2) (14)

Es ist also b biperiodisch mit den Perioden 77 und 7%, wodurch b bereits durch sei-
ne Werte auf dem Rechteck [0, 71[x [0, T bestimmt ist. Obwohl 77 > T5 gilt, be-
sitzt die Funktion b nun in beiden Koordinatenrichtungen nur jeweils eine Schwin-
gung auf diesem Rechteck, ndmlich einen einzelnen Sinusbogen. Das Verhalten
dieser Funktion ist damit in beiden Verédnderlichen von gleicher Regelméafigkeit.
Dadurch kann nun die MVF auf diesem Rechteck mit bereits £ Punkten in jeder
Koordinatenrichtung zu vorgegebener Genauigkeit erfafit werden, also auf einem
Gitter mit insgesamt k? Punkten. Dies ist wegen 7} > T fiir nicht zu groBes k
eine wesentlich geringere Anzahl als le Punkte.

Die Abbildung 1.2 zeigt die Funktion b iiber dem Intervall [0, 73] und ihre zu-
gehérige MVF b iiber dem Rechteck [0, T3] x [0, T3], wobei fiir jeweils eine Sinus-
schwingung 20 Punkte zur Darstellung verwendet sind. Damit besteht der Plot
der Funktion b aus 2000 Punkten und jener zu der Funktion b nur aus 400 Punk-
ten.

Gleichzeitig enthélt b jedoch alle Informationen, um daraus b vollsténdig zu re-
konstruieren. Es ist nimlich b(t) = b(¢,t), d.h. die Werte von b sind die von b auf
der Geraden t; = t im R?. Diese konnen allein aus dem Rechteck [0, T1[x [0, T3]
wegen der Periodizitdten durch die Identifikation {t; = t mod T;} fiir ¢ = 1,2
gewonnen werden.
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Abbildung 1.2: Funktion b und ihre MVF b

Die MVF-Darstellung ermoglicht somit eine kompaktere Beschreibung von Funk-
tionen mit mehreren Zeitraten und bietet eine neue Interpretation von Signalen,
an der man gewisse Eigenschaften anschaulich erkennen kann.

Insbesondere besitzen quasi-periodische Signale eine MVF-Darstellung ( siche

Abschnitt 1.4 ).

1.3 Multirate Partielle Differentialgleichung

Zugrunde gelegt sei die implizite ODE

q(x) = f(x) + (1) (1.5)

mit einer stetig differenzierbaren Funktion ¢ : G, — R" und einer stetigen Funk-
tion f : Gy — R" auf den Gebieten Gy, Gy C R", sowie der gesuchten stetig
differenzierbaren Losung 2 : R — G, N Gy und b: R — R" stetig.

Diese Differentialgleichung soll nun ein Verhalten mit m unterschiedlichen Zeitra-
ten besitzen. Man kann dadurch zu den MVF-Darstellungen Z(ti,...,t,) und
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~

b(ty, ... ty) von z(t) bzw. b(t) iibergehen. Es sind also & und b Funktionen vom
R™ in den R", wobei das Bild von & auch in G, N G liegen soll.

Die zur ODE (1.5) gehorige Multirate Partielle Differentialgleichung (MPDE)
wird nun definiert als

9q(2) dq(%) ;

ST = (&) + b(ty, ... tm), (1.6)

wobei #, b die MVFen und ¢, f die gleichen Funktionen wie in (1.5) sind.

Der folgende Satz kennzeichnet die Beziehung zwischen der urspriinglichen ODE
und der zu ihr korrespondierenden MPDE und spielt damit in dieser Theorie eine
Schliisselrolle.

~

Satz 1 (MPDE-ODE-Relation) Erfillen 2(t,...,t,) und b(ty,... t,) die
MPDE (1.6), so losen x(t) = Z(t+c1y..., t+cm) und b(t) = b(t+c1y ... t+cm)
fir feste cq,...,cm € R die ODE (1.5).

Beweis :
Wegen q(z(t)) = q(Z(t + c1,...,t + ¢,)) hat man mit (1.6) :

Oq(x(t))  Oq(a(t+ci,....t+cm)) ey q(z(t+ 1y t+cm))
o oty Oty
= f@t+ecr,..  tten) FbE+en,. . t+cm)
f(8)) + (1)
Also gilt (1.5). O

Dieser Satz besagt, dal man aus den Losungswerten der MPDE entlang gewisser
Geraden Losungen der zugehorigen ODE erhalten kann. Dabei ist in diesem Satz
noch kein Verhalten mit mehreren verschiedenen Zeitraten vorausgesetzt, jedoch
wird dieses Resultat erst bei der Behandlung von solchen Problemen niitzlich.
Besitzt die Funktion b aus der ODE (1.5) eine MVF-Darstellung b mit b(t) =
l;(t, ...,t), so gewinnt man aus der Losung & der korrespondierenden MPDE
(1.6) entlang der Diagonale durch x(t) = Z(t,...,t) eine Losung der ODE (1.5).
Die numerische Losung der MPDE kann bei Verwendung adéquater Verfahren
schneller und genauer erfolgen als die der korrespondierenden ODE, wenn weit
separierte Zeitraten vorliegen.

Zur Losung der MPDE auf einem geeigneten beschrinkten Gebiet miissen noch
Randwertbedingungen vorgegeben werden, von denen die Gestalt der Losung
abhéngt. Dies wird in den folgenden beiden Abschnitten behandelt.
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1.4 Quasi-periodische und m-periodische
Losungen

Von der Zeit abhéngige quasi-periodische Signale und m-periodische Funktionen
mehrerer Variablen sind iiber die Theorie der ODE (1.5) und ihrer korrespondie-
renden MPDE (1.6) eng miteinander verbunden.

Zunéchst sei deren Definition angefiihrt.

Def. 1 Eine Funktion x : R — C" heifit m-Ton quasi-periodisch, wenn sie sich
fiir alle t € R darstellen lift als z(t) = S X; 2+

jl:-uvjm:*OO
reell- oder komplexwertigen Konstanten Xj, ;.

Lyveim € mat

Def. 2 FEine Funktion z : R™ — C" heifst m-periodisch, falls reelle Konstanten
T1,...,T,, existieren, so daf$ fir alle t1,...,t,, € R und ky,...,k,, € Z dann
T(ty + ki Th, .t + kD) = 2(t, - - ty) gilt. Dabei heifit T die j-te Periode
von .

Zwischen beiden Funktionstypen bestehen folgende Beziehungen :

Lemma 1 Wenn Z(ty,...,t,) m-periodisch ist, dann ist x(t) = Z(t+cq,...,t+

¢m) m-Ton quasi-periodisch fir alle festen cq, ..., ¢, € R.
Beweis :
Ist Z(ty, ..., t,) m-periodisch, so kann es als mehrdimensionale Fourierreihe dar-

gestellt werden :

2 Jit imt
; 11 oL dmlm
j(th L. 7tm) = E Xj1,.‘.,jm6127r( Pt )
J1seensJm=—00
Durch die Substitution t; =t + ¢ fiir [ = 1, ..., m erhilt man dann
Ry jic j J j
; 11 | ...1.IJmCm . J1 4.4 dm
wty=" ) [le,...,jmem( Rl P TR R

J1seenJm=—00

also die Gestalt einer m-Ton quasi-periodischen Funktion. O

Lemma 2 Wenn eine m-Ton quasi-periodische Funktion x(t) und beliebige Kon-
stanten cq, . ..,cm € R gegeben sind, dann existiert eine m-periodische Funktion
E(ty, ... tm) mit x(t) =2(t+c1,. ...t +cm).

Beweis :
Da x(t) quasi-periodisch ist, hat man die Darstellung

+ .
X 27 (L 4o Am )t
o)=Y Xjgae TN

J1seesJm=—00
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Damit kann eine m-periodische Funktion angegeben werden durch

400 . .
—i2n(IL q o imem )] jon(dLtLly ..y dmim
.@(tl, c. ,tm) = Z [le ..... m € i2m( T T Ty ) eZQW( m T, )
NVARTE) Jm=—00
und es gilt z(t) = 2(t +c1,...,t + Cm)- O

Aus Satz 1 und Lemma 1 ergibt sich sofort der folgende Satz :

Satz 2 Ist in der MPDE (1.6) b eine m-periodische Funktion und & eine m-
periodische Losung, dann ist fir beliebige cq,...,c, € R hier z(t) = z(t +
Cly- .. t + ¢m) eine m-Ton quasi-periodische Lisung der ODE (1.5) zu der m-
Ton quasi-periodischen Funktion b(t) = l;(t +cp,. bt o).

Es gilt dariiber hinaus sogar die Umkehrung :

Satz 3 Istin der ODE (1.5) b eine m-Ton quasi-periodische Funktion und x eine
m-Ton quasi-periodische Lisung, dann existieren fiir beliebige cq, ..., ¢y, € R m-
periodische Funktionen b und &, welche die MPDE (1.6) erfillen und fir die
z(t) =2t +cr, ... t+cp) sowie b(t) = b(t +cr, ... t+ cp) gilt.

Der Beweis kann in [1] gefunden werden.

Geht man also von der ODE (1.5) mit m-Ton quasi-periodischer Funktion b zu
ihrer MVF-Darstellung b iiber und behandelt die zugehorige MPDE (1.6), so
erhédlt man, falls die Bestimmung einer m-periodischen Losung gelingt, daraus
nach Satz 2 eine m-Ton quasi-periodische Losung der ODE. Existiert eine solche
Losung der ODE (1.5), dann garantiert Satz 3 die Existenz einer m-periodischen
Losung der MPDE (1.6) fiir geeignete Wahl der MVF b.

1.5 Enveloppen-modulierte Lésungen

Man kann bei der Losung der ODE (1.5) auch an Enveloppen-modulierten Funk-
tionen interessiert sein. Deren Definition lautet :

Def. 3 Eine Funktion x : R — C™ heifit Enveloppen-moduliert, wenn sie sich fiir
) i2ﬂ(%+"'+%)t

alle t € R darstellen laft als x(t) = S+ X gma(t) e

JLsees jm,1:—00
mit reell- oder komplexwertigen Funktionen X;, ;. ().

Eine solche Funktion hat die Form einer Fourierreihe mit zeitabhédngigen Koeffi-
zienten, den Enveloppen.
Eine MVF-Darstellung zu einer Enveloppen-modulierten Funktion lautet daher :

. Jity Jm—1tm—1
2 (L 4. im_dm—l
( Ty Tm—1 )

:E'(tl, Ce ,tmfl, tm) = Z le 77777 jm71(tm) e (17)
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Somit ist & periodisch in allen Variablen aufler %,,.

Losungen der MPDE (1.6) von der Gestalt (1.7) kann man durch eine Kombi-
nation aus einer Anfangswertbedingung und periodischen Randwertbedingungen
erhalten. Es gilt dann sogar die Eindeutigkeit einer solchen Losung bei eindeutiger
Losbarkeit der korrespondierenden ODE (1.5) :

Satz 4 Besitzt die ODE (1.5) zu einer Anfangswertbedingung stets eine eindeu-
tige Liosung tber ganz R, so ist eine Losung & der zugehorigen MPDE (1.6)
eindeutig bestimmt fiir das Rand-Anfangswertproblem

.ff(tl+T1,...,tm,1—|—Tm,1,tm) - L%(tl,...,tmfl,tm)
.ff(tl,...,tm_l,()) = h(tl,...,tm_l)

mit einer auf [0, T1[x - -+ x [0, Tp,_1[ definierten Funktion h.

Beweis :

Es sei & eine Losung von (1.6), welche das obige Rand-Anfangswertproblem fiir
eine feste Funktion A erfiillt. Nach Satz 1 sind die Losungswerte von & entlang
einer Geraden (¢t + ¢1,...,t + ¢pn_1,t);t € R im Definitionsbereich genau die
Losungen der korrespondierenden ODE mit b(t) = b(t + ¢1,. ...t + ¢pm_1,t) 21
dem Anfangswert Z(cy,. .., ¢pn-1,0). Auf dem Bereich [0, T1[X - - - x [0, T},—1[x{0}
ist & durch h festgelegt und daher ist die Losung der MPDE auf den durch dieses
Hyperebenenstiick laufenden Geraden der besagten Form eindeutig bestimmt,
da nach Voraussetzung die zugehorige ODE mit entsprechendem Anfangswert
eindeutig losbar ist. Mit der Periodizitét in den Variablen ¢4,...,¢,,_1 kann jeder
Punkt im R™ mit einem Punkt identifiziert werden, der in einer jener Geraden
enthalten ist. Somit hat man hier schon die Eindeutigkeit der Losung z auf dem
gesamten R™. O

Die in diesem Abschnitt dargestellten Resultate spiegeln sich in der Struktur der
Charakteristiken dieser MPDE wider, wie sie im néchten Kapitel dargestellt ist.



Kapitel 2

Untersuchung der MPDE

Hier wird nun die im vorhergehenden Kapitel definierte MPDE néher untersucht.
Dabei ergeben sich jetzt Aussagen durch die Struktur der MPDE als partielles
Differentialgleichungssystem allein, ohne dazu auf die korrespondierende ODE
zuriickzugreifen.

2.1 Umformung des Systems

Gegeben sei die folgende MPDE aus n partiellen Differentialgleichungen

dq(x) dq(x)
o T o,

wobei ¢ : G, — R" und f : Gy — R" stetig differenzierbare Funktionen auf
den Gebieten Gy, Gy C R" sind und z : G — G4, N G die gesuchte stetig diffe-
renzierbare Losung der unabhéngigen Verédnderlichen ¢4, ..., ¢, aus einem Gebiet
G C R™ ist, sowie b : G — R” eine stetig differenzierbare Funktion.

Dieses nichtlineare System von erster Ordnung enthilt genau so viele Gleichun-
gen wie unbekannte Komponenten der gesuchten Funktion und ist daher weder
iiber- noch unterbestimmt.

= f(x) +b(t1,. . tm), (2.1)

Durch Ausfithrung der Differentiation ergibt sich nach der Kettenregel das zu
(2.1) dquivalente System

dq, . Ox dq, . Ox
— (@) =—+ -+ —=(r)=— = b(ty, ..., tm)- 2.2
Fiir die in diesem Kapitel folgenden Betrachtungen sei vorausgesetzt, dafl die

Funktionalmatrix g—g in allen hier auftretenden Losungswerten x regulér ist.
Durch Invertierung dieser Funktionalmatrix erhélt man dann das zu (2.2) dqui-
valente System

or ox dq

—_— 44 —(%

ot o () H(f (@) 4+ bty ... ). (2.3)

13
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Dieses System stellt formal eine hyperbolische Differentialgleichung, namlich ei-
ne Erhaltungsgleichung mit Quellterm ( siehe [6] ), dar. Bei jenem Differential-
gleichungstyp ist jedoch meistens eine Variable als Zeit ausgezeichnet, wihrend
die iibrigen Ortsvariablen sind. Im System (2.3) aber liegen alle unabhéngigen
Veranderlichen gleichberechtigt vor, da es sich um die einzelnen Zeitraten han-
delt. Damit sind iibliche Ansétze zur Losung dieser Differentialgleichung, wie man
sie z.B. in [6] findet, ungeeignet oder unnétig aufwendig. Hier kann némlich die
bei diesem speziellen System vorliegende Form des Informationstransports, wie
sie im néchsten Abschnitt erlautert wird, effizient eingesetzt werden.

Die rechte Seite des Systems (2.3) ist stetig differenzierbar nach den Veranderli-
chen tq,...,t,,. Fiir die weiteren Untersuchungen ist es teilweise notwendig, dafl
diese rechte Seite auch stetig differenzierbar von der gesuchten Losung x abhéngt.
Diesbeziiglich gilt das folgende hinreichende Kriterium.

Lemma 3 Fir g € C*(G,) und f € C*(Gy) liegt die rechte Seite des Systems
(2.3) in einer Umgebung der Punkte xo € G, N Gy, in denen %(xo) requldr ist,
stetig differenzierbar nach x vor.

Beweis :

Nach dem Satz iiber die Umkehrabbildung aus der Analysis ( siehe [14] ) ist
zu einem Punkt 2y € G, N G, mit ¢ € C*(G,) und der Regularitit von %(mo)
dann ¢ zwischen geeigneten offenen Umgebungen U von zq und V' von 39 = ¢(x)
bijektiv ulnd die zugehorige Umkehrabbildung ¢~ : V' — U ebenfalls aus C?,
wobei &é—y(yo) = (54(x0)) " gilt.

Da eine invertierbare Funktion stets eine reguldre Funktionalmatrix besitzt, hat

man fiir jedes x € U die gleiche Aussage, d.h. 8%—;1((](3:)) = (%(x))_l.

Die Matrix 8%—;1 enthilt die partiellen Ableitungen von ¢~! und wegen ¢! € C?
sind diese stetig differenzierbar. Da q ebenfalls stetig differenzierbar ist, hiangen
die Komponenten von (g—g(x))_l stetig differenzierbar von x ab.

Somit ist auch die rechte Seite des Systems (2.3) in der Umgebung U stetig

differenzierbar nach z. O

Analog 148t sich zeigen, daB fiir ¢ € C*(G,) und f € C(Gy) die rechte Seite
des Systems (2.3) in einer Umgebung der Punkte zy € G, N Gy, in denen %(xo)
regulér ist, stetig von x abhéngt.
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2.2 Charakteristisches
Differentialgleichungssystem

Sind x4, ..., z, die Komponenten der gesuchten Losung z, so kann man die i-te
Gleichung des Systems (2.3) formal schreiben als
:gi(tl,...,tm,xl,...,xn), (24)

4
oty Otm

wobei g; die i-te Komponente der rechten Seite des Systems bezeichnet.

In dieser Form 148t sich nun die Theorie des charakteristischen Differentialglei-
chungssystems fiir eine einzelne partielle Dgl. erster Ordnung, wie sie z.B. in [12]
dargestellt ist, auf dieses System verallgemeinern. Dies ist moglich, weil aufgrund
der beim System (2.2) vor allen Ableitungen nach den unabhéngigen Veranderli-
chen auftretenden Matrix % das System auf der linken Seite durch Invertierung
entkoppelt wird, d.h. im System (2.3) sind in der i-ten Gleichung auch nur Ab-
leitungen der i-ten Komponente der gesuchten Lésung vorhanden.

Das charakteristische Differentialgleichungssystem der i-ten Gleichung lautet

t'1:17...,t.m:1 [ti:gi(tl,...,tm7$1,...,In), (25)

in dem die Groflen tq, ..., t,, und x1, ..., x, nun von einem Parameter 7 abhéngen
und die Differentiation nach diesem Parameter erfolgt.

Die Losungen des Systems £; = 1,...,%,, = 1 bezeichnet man als charakteri-
stische Grundkurven. Die charakteristischen Grundkurven sind daher fiir alle n
Gleichungen hier genau diejenigen Geraden bzw. Geradenstiicke in G C R™, de-
ren Steigung in allen Koordinatenrichtungen 1 ist.

Eine Losung (t1,...,tm, Z1,...,Z,), welche alle i = 1,... n Systeme (2.5) erfiillt,
soll hier Charakteristik genannt werden. Auch hierbei handelt es sich um Kurven.
Fiir die weitere Notation seien die Verdnderlichen t¢4,...,t,, im Spaltenvektor ¢
zusammengefafit. Zudem bezeichne e denjenigen Spaltenvektor des R™, dessen
Komponenten séamtlich 1 sind.

Eine Charakteristik ist daher Losung des folgenden charakteristischen Systems
aus m + n Gleichungen :

i = e
i o= (52@) 7 (f(2) +b(t))

Es 148t sich hier ein Resultat aus der Therorie der Charakteristiken fiir eine
einzelne quasilinerare Dgl. auf das System (2.3) iibertragen.

(2.6)

Satz 5 Bei stetiger rechter Seite des Systems (2.3) ist eine stetig differenzierbare
Funktion y : G — R" genau dann Liosung dieses Systems, wenn durch jeden
Punkt (to,y(to)) € R™ x R™ mit ty € G eine Charakteristik verlauft, die ganz in

{(t,y(t))|t € G} liegt.
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Beweis :
Sei y Losung von (2.3), d.h. es gilt fiir ihre Komponenten

0y; 0y; )
=gty .t Yrs ey yn); i=1,...,n.
8t1+ +8tm gi(th ( Yn)i 1 n

Man betrachte nun ein ¢, € G. Das System ; = 1,...,%,, = 1 besitzt zu ¢, als
Anfangswert nach dem Peanoschen Existenzsatz ( siehe [11] ) eine Losung ()
mit t(7y) = tg, welche ganz in G verlauft. Dadurch folgt mit z(7) := y(¢t(7)) fiir
die Komponenten i =1,...,n :

#i(1) = Git(7))

= (G g (Ur)) (b))
= G g ) (1)
Ay

Dy
= G+ )

= gi(ti(7), - t(T)s 1 (7)) - -+, yn(E(7)))
= gi(t (1), ... tm(7),21(7), ..., 2p(T))

Zudem gilt z(1y) = y(t(79)) = y(to). Somit verlduft durch (¢, y(to)) die Charak-
teristik (¢(7),x(7)), welche ganz in der besagten Menge liegt.

Sei nun umgekehrt zu einer stetig differenzierbaren Funktion y : G — R™ durch
(to,y(to)) fiir tg € G eine Charakteristik (¢(7),z(7)) mit t(19) = to und z(7) =

y(t(7)) gegeben.
Da diese das charakteristische Diffentialgleichungssystem erfiillt, gilt

t:=1;,j=1,....m i =gi(ty, ..ty @1, .., xp); i =1,...,n

und dadurch folgt fiir y durch Schritte wie im ersten Teil des Beweises fiir
1=1,...,n
yi
oty

Oy

)+ =) = ... =4r)=i(r)

Da diese Gleichung speziell fiir 7y besteht, erfiillt somit die Funktion y das System
(2.3) in to. O

Die Losungen des Systems (2.3) setzen sich also aus Charakteristiken zusammen.
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Ebenso kann man nun das Cauchysche Anfangswertproblem fiir das System (2.3)
formulieren. Hierzu sei Fy : t = v(7y, ..., T,) die Parameterdarstellung einer dop-
pelpunktfreien (m — 1)-dimensionalen Fldche im m-dimensionalen ¢-Raum, also
v eine in einem Gebiet des Raums der m — 1 Parameter 7, ..., 7, stetig differen-
zierbare und injektive R™-wertige Funktion, deren Funktionalmatrix iiberall den
Ho6chstrang m — 1 besitzt.

Die Fliche F : t = v(12,...,Tm) @ = w(Ta,...,Tm), wobel w eine stetig diffe-
renzierbare R™-wertige Funktion ist, soll ganz in G x (G, N Gy) verlaufen.

Es heile F Anfangsmannigfaltigkeit und Fy Anfangsgrundmannigfaltigkeit der
Cauchyschen Anfangswertaufgabe, die darin besteht, eine Losung y des Systems
(2.3) zu finden, welche die Anfangsmannigfaltigkeit enthélt, d.h. fiir die dann hier
Y(u(Ty ..o Tim)) = W(T2, ..., Ty gilt.

Um dieses Anfangswertproblem zu untersuchen, wird zunéchst noch mittels des
Spaltenvektors e € R™, dessen Komponenten sédmtlich 1 sind, folgende Determi-
nante definiert :

A(Ta, ... 1) = det (e L L LA ,Tm)> (2.7)

" 0Ty " 0T,

Auch hier kann man den Satz iiber das Cauchysche Anfangswertproblem fiir eine
einzelne quasilineare Dgl. aus [12] auf das System (2.3) verallgemeinern.

Satz 6 Bei sowohl nach den unabhdngigen Verdnderlichen als auch nach der
gesuchten Lisung stetig differenzierbarer rechten Seite des Systems (2.3) ist fiir
dieses das Cauchysche Anfangswertproblem mait der Anfangsmannigfaltigkeit F
in denjenigen Punkten von F lokal eindeutig ldsbar, in denen A # 0 gilt.

Beweis :

Aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit der rechten Seite des Systems (2.3) ist
auch die rechte Seite des charakteristischen Differentialgleichungssystems (2.6)
stetig differenzierbar nach den Groflen t¢4,...,%¢,, und zy,...,z,. Damit gilt fiir
dieses System gewchnlicher Differentialgleichungen nicht nur der Existenz-, son-
dern auch der Eindeutigkeitssatz ( siehe [13] ). Durch jeden Punkt der Anfangs-
mannigfaltigkeit F verlauft daher genau eine Charakteristik. Wenn 7 die un-
abhéangige Verdnderliche dieser Kurven ist, kann man die Komponenten dieser
Charakteristiken in Abhéngigkeit von den Anfangswerten schreiben als:

t=t(1,72,...,Tm) x=x(T,To,. .., Tim)

Da das charakteristische System (2.6) autonom ist, darf der Parameter 7 durch
Addition einer Konstanten abgeéndert werden und man kann daher voraussetzen,
dafl die Anfangswerte auf F stets fiir 7 = 0 angenommen werden:

t(0, 72y ooy Tin) = V(T2y ooy Ti) (0,79, .o, Tin) = W(T2, ...y Tin)
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Dem Beweis des Existenzsatzes von Picard-Lindelof ( siehe [13] ) kann man ent-
nehmen, daf} zu einem festen Punkt im Gebiet der Parameter 75, ..., 7, dort eine
Umgebung dieses Punkts existiert, zu der die Losungen ¢ und z fiir alle Parame-
terwerte aus dieser Umgebung iiber einen festen Bereich 7 € [—¢, €] mit € > 0
existieren.

Wieder mit der stetigen Differenzierbarkeit der rechten Seite hat man, dafl die
Losungen des charakteristischen Systems (2.6) stetig differenzierbar von den An-
fangswerten abhingen ( siche [7] Kap. .14 ) und diese Anfangswerte sind hier

stetig differenzierbar nach 7o, . . ., 7,,,. Dadurch sind die Funktionen ¢(7, 7o, ..., Tyn)
und z(7, Ty, . . ., T,,) ebenfalls stetig differenzierbar. Da t(7, 7o, . . ., 73, ) Losung des
ersten Teils des charakterlstlschen Systems (2.6) ist, gilt 8t( ) =e Fir7 =0
hat man zudem 2-(0,7,...,7p) = 837“ (T2y. .., Ty) fiir j = 2,...,m. Ist nun
Tj
AT, ... 12) # O so folgt
ot ot ot
|:det (87’7 8_7'2 ey ﬁ)} 7_:077_2:7_3 77777 7_m:7_9n
— v
= [det( dT""’Wm>:| o o 7£ 0.
TO=Ty ooy T =Ty

Mit dem Satz iiber die Umkehrabbildung aus der Analysis folgt, dal fiir die
Punkte der Anfangsgrundmannigfaltigkeit, in denen A # 0 ist, das Gleichungs-
system t = (7, Ty, ..., T;y) lokal nach den Parametern 7, 7, . .., 7,,, aufgelost wer-
den kann, d.h. man erhélt in einer offenen Umgebung U eines solchen Punkts
die Darstellung 7 = 7(t),7; = 7;(t);j = 2,...,m. Dieses in die Losung z des
zweiten Teils des charakteristischen Systems (2.6) eingesetzt, ergibt die Funktion
x(7(t), 72(t), ..., Tm(t)), welche nun von den Verédnderlichen t;,...,t, abhingt.
Nach Konstruktion geht durch jeden Punkt (¢g,x(t)) mit ¢y € U eine ganz in
{(t,z(t))|t € U} verlaufende Charakteristik, wodurch nach Satz 5 auch x Losung
des Systems (2.3) ist. Aufgrund des Eindeutigkeitssatzes fiir gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen ist « dann auch die einzige Funktion in U, welche die Anfangs-
wertaufgabe 16st. Somit existiert lokal eine eindeutige Losung. O

Aus diesem Satz ersieht man, dafl im Falle einer Anfangsgrundmannigfaltigkeit,
in deren siamtlichen Punkten A # 0 gilt, das Cauchysche Anfangswertproblem
korrekt gestellt ist.

Zu einem Cauchyschen Anfangswertproblem ist die Losung iiber das charakteri-
stische Differentialgleichungssystem (2.6) gegeben. Will man diese entlang einer
charakteristischen Grundkurve ¢ = 7e + ¢ mit dem Parameter 7 € R und der
Konstanten ¢ € R™ bestimmen, so ist dafiir das gewohnliche Differentialglei-
chungssystem

b = (2 () (@) + blre + o)

zu losen. Dieses System kann mittels Invertierung iibergefiithrt werden in
9q

L @) = f@) + blre + o)
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und durch Anwendung der Kettenregel ergibt sich schlieSlich
q(z) = f(x) + b(re + ¢). (2.8)

Es ist also ein implizites System gewohnlicher Differentialgleichungen zu l6sen.

Bemerkenswert ist nun, dafl die hier dargestellte Form der Charakteristiken und
des durch sie bedingten Informationstransports fiir ein System (2.1), welches als
MPDE zu einer ODE vorliegt, sich dann in der Darstellung der MVF und in der
korrespondierenden ODE widerspiegelt. Bereits in Satz 1 {iber die MPDE-ODE-
Relation stellt sich ndmlich heraus, dafl die Losungswerte der MPDE entlang
der Geraden mit der Steigung 1 in jeder Koordinatenrichtung des Definitionsge-
biets, also genau der charakteristischen Grundkurven, Losungen der zugehérigen
ODE sind. Dies erklart auch, warum hier die Gleichung (2.8) aus dem charak-
teristischen System gerade die Gestalt der korrespondierenden ODE hat. Die
Cauchysche Anfangswertaufgabe fiir die MPDE entspricht damit einer Schar von
Anfangswertaufgaben der urspriinglichen ODE. Dies findet sich auch im Beweis
der Eindeutigkeit einer Enveloppen-modulierten Losung ( Satz 4 ) wieder, der so
als eine Anwendung des Cauchyschen Anfangswertproblems interpretierbar ist.
Man kann dadurch einen Teil der obigen Resultate bereits aus der MPDE-ODE-
Relation erhalten.

Die hier hergeleitete Theorie der Charakteristiken ist jedoch allgemeiner, da sie
auch fiir ein System (2.1) gilt, welches nicht als MPDE zu einer ODE besteht.
Die Resultate dieses Abschnitts gelten namlich fiir jedes System (2.1), dessen
in ihm enthaltenen Funktionen die anfangs geforderten Eigenschaften besitzen.
Mehr noch braucht die Abhéngigkeit der rechten Seite des Systems (2.1) von der
gesuchten Losung und den unabhéngigen Verdnderlichen nicht wie dort in den
Funktionen f und b separiert zu sein. Die hier formulierten Sétze gelten auch fiir
eine beliebige rechte Seite, solange sie nur stetig bzw. stetig differenzierbar nach
allen Variablen ist.

Jedoch ist die Voraussetzung, dafl %(m) fiir alle Losungswerte regulér ist, eine
deutliche Einschriankung. Sie bedeutet gerade, dafl die korrespondierende gewthn-
liche Differentialgleichung keine differential-algebraische Gleichung ( siehe [8] )
darstellt. Diese Bedingung wird fiir die Sétze aus Kapitel 1 nicht benotigt. Im
Falle der Singularitdt dieser Funktionalmatrizen geht aber die stetig differenzier-
bare Abhéingigkeit von Anfangswerten im iiblichen Sinn verloren.

Bei der ndherungsweisen Losung der MPDE werden spéter teilweise Randwert-
probleme von einer ODE der Gestalt (2.8) auftreten. Fiir deren Behandlung ist
hilfreich, dafl die Ableitung der Losung nach den Anfangswerten selbst einer im-
pliziten Matrixdifferentialgleichung folgt.

Lemma 4 Gegeben sei die Dgl. w = f(7,2(7)) mit nach der R™-wertigen

Lésung x(7) stetig differenzierbaren Abbildungen q und f in den R™, sowie f ste-
tig bzgl. der Variable 7. Ist dann die Losung x zu Anfangswerten x(my) = s ste-
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tig differenzierbar nach diesen, so folgt die Sensitivititsmatriz % der Matrizdgl.

% (%%) = %% mit der Einheitsmatriz als Anfangswert.

Beweis :

Man betrachte zundchst die Ableitung der Losung nach dem j-ten Anfangswert.
Da die Funktionen stetig differenzierbar gefordert sind, ist die folgende Vertau-
schung der Differentiation und die Anwendung der Kettenregel erlaubt.

0 ox(7,s oq(xz(1,s dq(xz(1,s
2 (8_2@(7, 5)) 8<Sj )):% q(agj ) =2 a(z(rs))
o) ox(T,s
:% (T7 ZL’(T, S)):é@—? 37(7', 8))%
Zudem folgt aus x(79, s) = s dann % = ej.
Dies in Matrixform zusammengefafit ergibt die Behauptung. O

Auch wenn die ODE nichtlinear ist, besitzt die zugehorige Matrixdifferentialglei-
chung linearen Charakter, wodurch deren Losung vereinfacht ist.

2.3 m-periodische Lésungen

Betrachtet wird wieder das System (2.1) aus n partiellen Dgln.

‘9325) R agfi) = f(a) +b(ts, .. tm),

hier mit stetig differenzierbaren Funktionen ¢ : G, — R", f:G; — R", b:
R™ — R"™ und der gesuchten Losung = : R™ — G, N Gy.

Es soll vorausgesetzt werden, dafl die rechte Seite des dquivalenten Systems (2.3)
stetig differenzierbar nach allen Variablen ist, so dafl neben Satz 5 auch Satz 6
gilt.

Jetzt sei b m-periodisch mit den Perioden 17,...,T,,, d.h. fir alle t;,...,t,, € R
gilt b(ty,...,tm) = b(t1 + T, ..., tm + Tpn). Dies 148t die Existenz einer m-
periodischen Losung mit den gleichen Perioden T3, ..., T}, erwarten. Zumindest
ist m-periodisches b notwendig fiir diese Existenz, denn ist x eine m-periodische
Losung des Systems (2.1), so sind auch die Verkettungen ¢(z), f(x) und deren Ab-
leitungen m-periodisch, wodurch aus der Gleichung des Systems folgt, daf auch b
m-periodisch ist. Eine solche m-periodische Funktion ist bereits durch ihre Werte
auf dem halboffenen Quader [0, T[x - -- x [0,1},] bestimmt.

Es sollen nun Anfangswerte auf einer Hyperebene Fy : t; = 0 fiir ein j €
{1,...,m} vorgegeben werden. O.B.d.A. sei j = m. Eine Parameterdarstellung
von Fy ist dann t = (72, ..., 7m, 0)T fiir (72,...,7:m) € R™"!. Bezeichnet e; den

j-ten Einheitsvektor des R™ und e den Vektor des R™, dessen Komponenten
sdmtlich 1 sind, so ist wegen

ot ot

e, ...,
787‘27 ’aTm

A = det ( ) =det(e,e1,...,em 1) = (=1)""1#£0 (2.9)
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nach Satz 6 das Cauchysche Anfangswertproblem mit Fy als Anfangsgrundman-
nigfaltigkeit lokal eindeutig l6sbar. Man erhélt also lokal eine Lésung um diese
Hyperebene, die sich entlang der Geraden mit Steigung e aufbaut.

Existiert nun genau eine m-periodische Losung des Systems (2.1) mit den Peri-
oden Ti,...,T,,, so ist diese bereits durch ihre Werte auf der Hyperebene t,, = 0
eindeutig bestimmt. Denn nach Satz 6 gibt es bei Vorgabe dieser Werte auf je-
ner Anfangsgrundmannigfaltigkeit lokal eine eindeutige Losung. Diese Losung
aus dem Cauchyschen Anfangswertproblem kann auf den ganzen R™ fortgesetzt
werden, ndmlich durch die Werte der m-periodischen Losung selbst. Eine solche
Fortsetzung ist aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit der rechten Seite des cha-
rakteristischen Systems (2.6), welche hier gefordert wird, auch eindeutig entlang
der charakteristischen Grundkurven nach dem Eindeutigkeitssatz fiir gewhnli-
che Differentialgleichungen ( siehe [13] ). Weil die charakteristischen Grundkurven
den ganzen R™ durchsetzen und eine jede von ihnen genau einen Punkt der Hy-
perebene t,, = 0 enthilt, ist die Losung damit eindeutig gegeben.

Da die Werte auf der Hyperebene t,, = 0 periodisch in ty,...,t,,_1 sind, wird
die m-periodische Losung sogar eindeutig durch ihre Werte auf dem Hyperebe-
nenstiick [0, 71 [x - - - %[0, T,,—1[x{0} festgelegt. Diese bestimmen dann die Losung
entlang der charakteristischen Grundkurven, also hier der Geraden mit Stei-
gung 1 in jeder Koordinatenrichtung, und dadurch ist sie in dem halboffenen
Parallelogramm, welches von den Vektoren (73,0, ...,0)7, (0,7%,0,...,0)7, ...,
0,...,0, T 1,0 (Trnss Tpny - - -, Ty, Tr) T aufgespannt wird, eindeutig bestimmt.
Mit der m-Periodizitit kann man die Losung durch Identifizierung auf ganz R™
erhalten.

Somit ist das Problem der Bestimmung der m-periodischen Losung des Systems
(2.1) unter der Bedingung der Existenz und Eindeutigkeit, sowie der anfangs
verlangten Regularitéit von besagter Funktionalmatrix und der stetigen Differen-
zierbarkeit der rechten Seite des dquivalenten Systems (2.3), reduzierbar zu der
Ermittelung ihrer Werte auf dem Hyperebenenstiick [0, 71 [x - - - x [0, T,,-1[x{0}.
Jene konnen dann als Anfangswerte entlang der charakteristischen Grundkurven
hochintegriert werden und man erhélt wie beschrieben die gesamte m-periodische
Losung.

Dieser Umstand macht ein numerisches Verfahren zur Bestimmung der hier ge-
suchten m-periodischen Losung moglich, wie es in Abschnitt 3.3 dargestellt ist.



Kapitel 3

Numerische Losung der MPDE

In diesem Kapitel werden drei numerische Verfahren zur Bestimmung einer Néhe-
rung zur m-periodischen Losung der MPDE beschrieben. Dies erfolgt jeweils am
Beispiel einer Gleichung mit zwei Zeitraten. Jedoch lassen sich die Vorgehenswei-
sen ohne weiteres auf den hoherdimensionalen Fall iibertragen.

3.1 Finite Differenzen Methode

Um eine m-periodische Losung der MPDE mit den Perioden T7,...,7,, néhe-
rungsweise zu bestimmen, wird bei dieser Methode der Quader [0, 71]x- - -x [0, T},,]
im Raum der unabhéngigen Verénderlichen ty,...,t¢,, mit einem Gitter iiber-
zogen. Die Differentialquotienten in der MPDE werden dann auf diesem Git-
ter diskretisiert, d.h. man ersetzt sie durch Differenzenquotienten, die nur auf
Losungswerte an den Gitterpunkten zuriickgreifen. Dabei miissen auch Punkte
auflerhalb des betrachteten Quaders einbezogen werden, welche dann mittels der
Periodizitatsbedingungen mit Gitterpunkten innerhalb des Quaders zu identifizie-
ren sind. Dies fiithrt auf ein nichtlineares System algebraischer Gleichungen fiir die

to 1
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Abbildung 3.1: Gitter fiir die Finite Differenzen Methode
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unbekannten Losungswerte in den Gitterpunkten. Sind die Funktionen ¢ und f in
der MPDE stetig differenzierbar, so besteht bei den géngigen Differenzenformeln
dann eine stetig differenzierbare Abhéngigkeit von den Unbekannten in den Glei-
chungen. Damit kann dieses nichtlineare Gleichungssystem mit Verfahren vom
Newton-Typ ( siehe [9] ) gelost werden. Da das Gleichungssystem im allgemei-
nen extrem grof}, aber diinn besetzt ist, empfiehlt es sich, die dabei auftretenden
linearen Gleichungssysteme mit speziellen Losern oder Iterationsverfahren zu be-
handeln. Auch sollte man spezielle Methoden fiir grofle diinnbesetzte nichtlineare
Systeme in Betracht ziehen.

Es sei noch erwahnt, daf fiir Funktionen ¢ und f aus der MPDE, die affin-linear
von der Losung x abhéngen, dann das entstehende algebraische Gleichungssystem
linear ist.

Als Beispiel betrachte man eine MPDE fiir zwei Zeitskalen :

0q(a) , dalx)

G g = @)+ bltt) (3.1)

Dabei seien ¢ : G, — RF und f : G; — R¥ stetig differenzierbare Funktionen auf
den Gebieten G,, Gy C R*, x : R? — G, N G die gesuchte stetig differenzierbare
Losung und b : R? — R* stetig. Dazu sei eine biperiodische Randbedingung, d.h.
x(ty + 11, ta + Ty) = x(t1, ts), verlangt.

Auf dem Rechteck [0,71] x [0, 73] wird nun ein uniformes Gitter eingefithrt mit
den Gitterpunkten Ejﬂ; = (tlj,tgi), wobei tlj = (] — 1)h1, tgi = (Z — 1)h2 mit
1 <5< nyq, 1§i§n2undh1:%, hng—?ist.

Auf diesem Gitter werden nun die Differentialquotienten durch den zentrierten
Differenzenquotienten ersetzt, der diese von zweiter Ordnung approximiert.

9q(x) -\ q@tjr1) — q(@(tj-1,))
Oty () & 2h,
dq(z) - al@(tjir)) — q(@(i-1)
Ot (ti) = 2hs

Dadurch entstehen in allen n; - no Gitterpunkten jetzt Systeme aus jeweils k
algebraischen Gleichungen :

Fi; = Qj+1,i — 9j—1,i +Qj,i+1 — 451 _.]?j,i_[_)ji —0

= =1,... ci=1,...
2h1 2h2 J ) y N3 ) , N2

Dabei ist ¢j; = q(x(t5)), [0 = f(x(80)), bji = b(t5). ) )
Die in diesen Formeln auftretenden Unbekannten x(to;), x(t;0), (tn,+1:) und
2(tjny+1) auBerhalb des Gitters werden iiber die Periodizititsbedingung elimi-

niert. B
(1)

x (to,z‘; (tnyi)  2(tny414)

g I‘ g [L’ ,i
v(tj0) = T(tjn,) T(tjne41) = (t)1)
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Damit hat man ein System von n; -ny-k Gleichungen fiir die ny -ns -k unbekannten
Losungskomponenten in den Gitterpunkten.
Diese seien nun zu Spaltenvektoren zusammengefaflt :

F - (F1,17"'7Fn1,17F1,27"'7F1’L1,n2—17F1,n27'"7Fn1,n2)T
X = (33’(7?171), s 7‘1.({77«171)’ 33’(1?172), cee 7‘1'(5711,”2*1)7 x(flyn2)> B 7x(fn1,n2))T

Gelost wird nun das Gleichungssystem F'(X) = 0 mit z.B. dem Newton-Raphson-
Verfahren.
Die dabei auftretende Funktionalmatrix von F' hat folgende Blockstruktur :

D1 L2 _Ln1
—Li Dy Ls
aF o —L2‘ t. .
X L
_Ln172 Dn1,1 Ln1
Ll _Lnl—l Dnl

Die Blocke haben selbst wieder eine Blockgestalt :

! 1 7 1 7
_fl,i an, 42,i “on, Ina i
1 7 / 1
“on, i _f2,i on, 93,i
1 7
D, = 2hy 92,i
1 7
oh; Iny—1,i
1 7 / 1 7
“on; Iny—2,i _fnlfl,i ohy Ina i
1 1 Yy
2hy 41, 2hy Ina—1i n i
/
a1
/
ds;
1
L;=—
2hs
/
ny—1,
/
qn17i

Hierbei sind ¢;; und f}; die Funktionalmatrizen der Funktionen g bzw. f ausge-
wertet an der Ndherung zum Gitterpunkt ¢; ;.

oF

Die Funktionalmatrix 2%

tur.

ist somit diinn besetzt und hat eine regelméaflige Struk-
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3.2 Hierarchische Randwertproblemlésung

Um bei dieser Methode eine m-periodische Losung zu erhalten, wird die MPDE
als eine gewohnliche Differentialgleichung in Variablen aus einem Funktionen-
raum interpretiert.
Dies sei am Beispiel der MPDE (3.1) mit zwei Zeitraten dargestellt, wobei die
Funktionen aus dieser Gleichung wieder die {iblichen Voraussetzungen erfiillen
sollen. Gesucht ist eine biperiodische Losung mit den Perioden T} und 7T5.
Man kann z und b auch als Funktionen einer Variable ansehen, welcher dann
eine vektorwertige Funktion zugeordnet wird, d.h. man betrachtet  : R —
CY(R), ty — x(-,t5) und b fiir b analog. Dann werden ¢ und f als Abbildungen
von dem Raum dieser Funktionen in sich interpretiert durch ¢(z(t2)) = q(z(-,t2))
und f fiir f analog.
Dadurch ergibt sich fiir die MPDE eine gewohnliche Differentialgleichung fiir die-
se funktionswertigen Variablen

) _ @) + b(ts) ~ Du (), 32

wobei Dy, hier den Differentialoperator auf den Funktionen aus C*(R) nach deren
Variable t; bezeichnet.
Zu einer Anfangsfunktion , = Z(0) ist dann Z(¢2) die nach der Gleichung
(3.2) aus dieser Anfangsfunktion erhaltene Funktion an einer Stelle to > 0. Die
Abhéngigkeit vom Anfangswert soll gekennzeichnet werden durch die Schreibwei-
se T(tg; To).
Um Periodizitét in ¢, zu erhalten, ist daher die Anfangsfunktion so zu bestimmen,
dafl die Gleichung

Z(To; &o) — T =0 (3.3)

erfiillt wird, welche die Ubereinstimmung von zwei Funktionen bedeutet.
Die Funktionalmatrix der linken Seite von (3.3) beziiglich der unbekannten An-

ot

7"2 3 3 ° ™ °

Abbildung 3.2: Prinzip bei der Semidiskretisierung
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fangsfunktion stellt hier einen linearen Operator auf dem Raum dieser vektor-
wertigen Funktionen aus C'(R) dar. Jede Berechnung von #(T;Zg) erfordert
die Losung einer Anfangswertaufgabe der Differentialgleichung (3.2). Dies erfolgt
durch Diskretisierung an den Stellen ¢9;;7 = 1,2,... mit z.B. dem impliziten
Eulerverfahren. Dabei ergibt sich die Formel

q(7(t2,i11)) — q(T(t2,))
loir1 — ta

= f(#(tai+1)) + btir1) — Dy (G(E(ti41)))-  (3.4)

Dieser Ausdruck ist selbst eine gewohnliche Differentialgleichung, kurz ODE, in
der Variablen t; :

dq(E(tair)) Q@) — Q@ (t20) | - .
G = TR ISR 4 [ (i) + M) (39

Um die Unbekannte Z(t2;41) zu bestimmen und dabei Periodizitét in ¢; zu er-
halten, ist diese ODE mit der periodischen Randwertbedingung z(t2,;.1)(0) =
Z(to,i+1)(T1) zu losen. Natiirlich muBl dabei bereits die Anfangsfunktion Z, auch
Ti-periodisch sein.

Das Vorgehen hier entspricht also einer Semidiskretisierung der MPDE auf dem
Rechteck [0, T3] x [0,T3]. Zur Auswertung der Gleichung (3.3) des &ufleren peri-
odischen Randwertproblems zur Dgl. (3.2) fir eine Anfangsfunktion sind dann
schichtweise innere periodische Randwertprobleme der ODE (3.5) zu losen. Dies
erklart den Namen ,,Hierarchische Randwertproblemlésung®.

Ist die Anfangsfunktion so bestimmt, dafl sie Gleichung (3.3) erfiillt, so erhilt
man durch erneute Losung der Dgl. (3.2) mit diesen Anfangswerten dann in den
einzelnen Schichten der Semidiskretisierung {iber jeweils ein periodisches Rand-
wertproblem hier eine Naherungslosung der gesuchten biperiodischen Losung.
Sucht man eine Enveloppen-modulierte Losung ( siche Abschnitt 1.5 ), so ist
dazu bereits die Anfangsfunktion vorzugeben, d.h. man braucht die Gleichung
(3.3) nicht zu erfiillen, sondern kann zu den Anfangswerten direkt eine Néhe-
rungslosung wie eben beschrieben berechnen.

Zur Durchfithrung dieses Verfahrens wird hier folgender Ansatz gemacht :

Man betrachte das Rechteck [0, 71] x [0,T5]. Auf dem Intervall [0, 73] x {0} wer-
den &dquidistant die Punkte ¢; = ((j — 1)h,0) fiir 1 < j < mny + 1 mit hy = %
gewihlt. Fiir j = 1,...,ny gebe man in diesen Punkten jeweils Startwerte s; € R*
vor. Aufgrund der Periodizititsbedingung in ¢; iibertrigt sich der Wert in ¢; auf
den Punkt %, 1, wodurch die Startwerte s; fiir j = 1,...,n; + 1 vorliegen. Als
Anfangsfunktion nehme man dann eine Ti-periodische Funktion, welche die Start-
werte an den zugehdrigen Punkten interpoliert. Dazu eignet sich auch die lineare
Interpolierende, obwohl diese nicht iiberall stetig differenzierbar ist.

Dann setze man eine Anzahl ny von &quidistanten Schichten der Semidiskre-
tisierung fest, d.h. es liegt eine Schrittweite hy = :—Z in ¢y vor. Um jetzt die
Néherungslosung zu der Anfangsfunktion zu bestimmen, miissen sukzessive die
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Schichten ty = ihy fiir ¢ = 1,...,ny berechnet werden, wobei jeweils ein peri-
odisches Randwertproblem zu l6sen ist. Dabei wird in einer Diskretisierung die
periodische Losung in einer Schicht auch nur in einzelnen Punkten néherungswei-
se bestimmt, so dafl man als Funktion in dieser Schicht wieder eine Interpolierende
verwendet. Sind diese Punkte in allen Schichten dquidistant mit der Schrittweite
hy gewahlt, so wird von einem Differenzenverfahren zur ndherungsweisen Losung
der ODE, welches ihre rechte Seite nur an diesen Stellen auswertet, dann auch
nur auf bereits berechnete Werte zugegriffen, d.h. es ist keine Interpolation notig
und damit konnen keine zuséatzlichen Interpolationsfehler auftreten.

Sind in den ersten Schichten N&herungslosungen bestimmt, so kann man auch
fiir die Semidiskretisierung eine BDF-Formel hoherer Ordnung ( siehe [10] ) ver-
wenden, welche dann zur Berechnung der aktuellen Schicht auf mehrere vorher-
gehende Schichten, deren Anzahl der Ordnung entspricht, zuriickgreift.

Sind schliellich die Néherungswerte x; der Losung zur letzten Schicht o = T5
in den dquidistanten Punkten ((j — 1)hy,7) mit j = 1,...,n; + 1 bestimmt, so
wahle man als Endfunktion die Interpolierende des gleichen Typs wie bei der An-
fangsfunktion. Beide Funktionen sind daher genau dann gleich, wenn ihre Werte
in den einzelnen gegeniiberliegenden Punkten {ibereinstimmen. Es muf} also fiir
die T5-Periodizitéit s; = x; fiir j = 1,...,ny gelten. Fait man die Startwerte und
die Endwerte in den Spaltenvektoren S = (s1,...,8,,)%, X = (z1,...,2n,)7 zu-
sammen, so hat man fiir die Periodizitiatsbedingung (3.3) das Nullstellenproblem
folgender Funktion im R*"* zu lésen :

F(S)=X(S)—S=0 (3.6)

Es 148t sich nun zeigen, dafl die Endwerte X stetig differenzierbar von den An-
fangswerten S abhéngen :

Seien in der i-ten Schicht Werte in den Punkten ((j — 1)hy,ihs);j =1,...,n1+1
gegeben. Die néchste Schicht wird nun nach der ODE (3.5) berechnet.

M = —i(ﬂf(tgﬂ-l)) + f(#(taie1)) + b, (i + 1)ho) + ic;i(:z:(tm))
31 hy hy

Dabei wird im letzten Term der rechten Seite auf die vorhergehende i-te Schicht
zugegriffen und fiir Z(f;) wird eine Interpolierende der gegebenen Punkte ver-
wendet. Betrachtet man die Werte in jenen Punkten als Parameter der interpo-
lierenden Funktion, so ist diese im allgemeinen stetig differenzierbar nach diesen
Parametern. Bei z.B. der linearen Interpolierenden, die selbst nicht iiberall dif-
ferenzierbar ist, liegt eine stetig differenzierbare Abhéngigkeit von den einzelnen
interpolierten Werten vor und sie besitzt als partielle Ableitungen nach diesen
dann Dachfunktionen. Damit ist die gesamte rechte Seite der ODE (3.5) ste-
tig differenzierbar nach diesen Parametern. Mit einem Satz iiber die Parameter-
abhéngigkeit von Losungen einer ODE ( siehe [7] Kap. 1.14 ), der hier unter der

q

Voraussetzung gilt, daf3 stets % invertierbar auftritt, ist deshalb ein Losungswert
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von (3.5) stetig differenzierbar nach jenen Parametern. Insbesondere sind dann
die neuen dquidistant liegenden Werte der Ti-periodischen Losung stetig differen-
zierbar nach den in der vorhergehenden Schicht auftretenden Parametern. Somit
ergibt sich durch Verkettung dieser Abhéngigkeiten, dal die Endwerte stetig dif-
ferenzierbar nach den Anfangswerten sind. Bei einer Semidiskretisierung hoherer
Ordnung, welche zur Berechnung der aktuellen Schicht auf mehrere vorhergehen-
de Schichten zuriickgreift, folgt dies analog, da man in diesen Schichten jeweils
eine Interpolierende verwendet, so dafl hier nur eine groflere Anzahl von Para-
metern vorliegt. Natiirlich gilt diese stetig differenzierbare Abhéngigkeit auch bei
nicht dquidistanter und in jeder Schicht verschiedener Wahl der Stiitzstellen fiir
die Interpolation.

Die algebraische Gleichung (3.6) kann dadurch mit Verfahren vom Newton-Typ
gelost werden. Dabei tritt die Funktionalmatrix von F' auf, welche die Gestalt

or _ox .
os 0S8

mit der Einheitsmatrix [ hat.

Es muf§ also bestimmt werden, wie die Endwerte von den Anfangswerten diffe-
renziell abhéngen. Ein Startwert s;;jo € {1,...,n1} geht bei der Losung des
inneren Randwertproblems in der néchsten Schicht durch die Interpolation in
die rechte Seite der zugehdrigen ODE ein und beeinfluit damit, da es sich um
ein Randwertproblem handelt, die gesamte Losung dieser Schicht. Analog be-
stimmt ein zur Interpolation verwendeter Wert aus einer beliebigen Schicht die
Losung des Randwertproblems der folgenden Schicht. Somit gehen in die Berech-
nung eines Endwerts z;,;ip € {1,...,n,} alle Startwerte s;;7 = 1,...,ny ein. Die
Funktionalmatrix %—g ist dadurch voll besetzt. Um diese fiir gewisse Startwerte
durch numerische Differentiation mit dem gewdohnlichen Differenzenquotienten
ndherungsweise zu bestimmen, sind dann die zu ihnen gehorigen Endwerte nach
der beschriebenen Methode zu berechnen und dann muf jeder Startwert jeweils
komponentenweise gestort werden, um mit den daraus erhaltenen Endwerten den
Differenzenquotienten zu bilden, d.h. man hat kn; +1 Auswertungen zu Anfangs-
werten durchzufiihren.

Es sei noch erwéhnt, dal bei der Losung des inneren Randwertproblems in einer
Schicht mit z.B. einer Mehrzielmethode ein dabei verwendetes Differenzenver-
fahren aufgrund des Informationstransports nicht beliebig gew#hlt werden kann.
Aus Abschnitt 2.2 entnimmt man namlich, dafl sich bei der MPDE die Infor-
mation aus Anfangswerten entlang charakteristischer Grundkurven im Definiti-
onsgebiet, welche hier Geraden der Steigung 1 sind, propagiert. Ist dann h; die
Schrittweite eines Differenzenverfahrens in einer Schicht und hy die Schrittweite
zwischen den Schichten, so schneidet im Fall hy > hy die charakteristische Grund-
kurve durch einen Punkt, zu dem eine Nédherungslosung bestimmt werden soll,
die vorhergehenden Schichten, die zur Interpolation verwendet werden, an Stel-
len mit einer ¢;-Koordinate nahe der des Punkts. Aus diesem Grund sind hier
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Mehrschrittverfahren und explizite Einschrittverfahren instabil, da diese stark
auf Werte zu Punkten mit viel geringerer t;-Koordinate als der des betrachte-
ten Punkts zuriickgreifen. Umgekehrt sind dann diese Verfahren fiir den Fall
h1 < hs besonders geeignet, weil hier die charakteristische Grundkurve nahe der
dabei einbezogenen Punkte verlauft. Die Trapezregel als Differenzenverfahren er-
weist sich in beiden Féllen als giinstig. Da die MPDE gerade fiir Probleme mit
sehr unterschiedlichen Gréflenordnungen der Perioden entwickelt ist, treten dabei
automatisch auch &uferst verschiedene Schrittweiten in den jeweiligen Koordina-
tenrichtungen auf, so daf§ dies zu beachten ist.

3.3 Charakteristikenverfahren

Die Theorie aus Abschnitt 2.3 ermoglicht ein Verfahren zur ndherungsweisen Be-
stimmung der gesuchten m-periodischen Losung der MPDE. Neben der Existenz
und Eindeutigkeit einer m-periodischen Losung mit den Perioden T1,...,T,, sei-
en daher noch die dortigen Voraussetzungen gefordert und insbesondere, dafl die
lokale Losung einer Cauchyschen Anfangswertaufgabe mit der Hyperebene ¢, = 0
als Anfangsgrundmannigfaltigkeit auf den Bereich R™! x [0, T},,] eindeutig fort-
gesetzt werden kann.

Gibt man auf der Hyperebene t,, = 0 dann eine stetig differenzierbare An-
fangsfunktion x(ty,...,%,—1,0) vor, welche (m-1)-periodisch mit den Perioden
Ty, ..., T_1 ist, so erhilt man aus diesem Cauchyschen Anfangswertproblem

eine Losung = des Systems (2.8) bis zur Hyperebene t,, = T,, hin. Gilt dann
x(t1, . tme1,0) = x(t1, ..., tm_1, T)n) fiir alle ¢1,...,t,,—1 € R, so liegt die m-
periodische Losung iiber den Bereich R™~! x [0, T},,] vor. Dies kommt daher, da8
wegen der Periodizitédt der Funktion b in t,, das charakteristische Differentialglei-
chungssystem fiir die Losung mit der Hyperebene t,, = kT, als Anfangsgrund-
mannigfaltigkeit fiir jedes k € Z dasselbe ist und dadurch die Lésungen iiber die
Bereiche R™! x [kT;,, (k + 1)T,,] fiir gleiche Anfangsfunktionen identisch sind.

Es ist also die Anfangsfunktion x(t1,. .., t,,_1,0) so zu bestimmen, daf fiir die dar-
aus als Cauchysches Anfangswertproblem erhaltene Losung hier (4, ..., t,-1,0)
= x(t1,... tm_1,T)n) fir alle ty,...,t,—1 € R gilt. Aufgrund der Periodizitét in
t1,...,tm_1 sind dabei sogar nur die Anfangswerte auf dem Hyperebenenstiick
[0, Ty[x -+ x [0, T,_1[x{0} zu ermitteln.

Man iiberziehe nun dieses Hyperebenenstiick mit einem Gitter. Das gegeniiberlie-
gende Hyperebenenstiick [0, T1[Xx - - - X [0, Tyn—1[X{Tn} wird dann gerade mit dem
um 7,, in t,,-Richtung verschobenen Gitter versehen. Als Periodizitétsbedingung
in t,, wird jetzt die Ubereinstimmung der Werte einer Losung des Systems in den
sich entsprechenden Gitterpunkten verlangt.

Gibt man in den Gitterpunkten des Hyperebenenstiicks mit ¢, = 0 Anfangswerte
vor, so kann man, wie es in Abschnitt 2.3 beschrieben wird, entlang der charak-
teristischen Grundkurven das charakteristische System (2.8) integrieren und die
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zugehorige Losung bis hin zu den Punkten, in denen diese Geraden die Hyper-
ebene t,, = T,, durchstoflen, bestimmen. Mit der Periodizitiat in ¢1,...,t,_1
konnen diese Losungswerte auf die zugehorigen Punkte im Bereich [0, T7[x - - - X
0, T,,—1[x{T,} tibertragen werden. Die Losungswerte in den Gitterpunkten die-
ses Bereichs erhélt man dann ndherungsweise aus jenen durch Interpolation.

Es miissen also die Anfangswerte derart bestimmt werden, dafl die daraus be-
rechneten Naherungslosungen in den entsprechenden Gitterpunkten mit ihnen
iibereinstimmen.

Sind erst diese Anfangswerte der m-periodischen Losung ermittelt, so kann man
sich leicht eine Naherungslosung zu einem beliebigen Punkt verschaffen, indem
man ihn zunéchst mittels der Periodizitét in t,, mit einem Punkt, der eine t,,-
Koordinate aus [0, T,,[ besitzt, identifiziert. Dann wird der Schnittpunkt der cha-
rakteristischen Grundkurve durch diesen Punkt mit der Hyperebene t,, = 0 be-
stimmt und mit den Periodizitédten in ¢y, ..., t,_; auf einen Punkt in dem Hyper-
ebenenstiick [0, Ty[x - -+ x [0, T},,—1[x {0} iibertragen. Zu diesem wird die Losung
aus den gegebenen Anfangswerten interpoliert. Das Ergebnis dient jetzt als An-
fangswert fiir die Integration des charakteristischen Systems, wodurch man eine
Néherungslosung in dem gewiinschten Punkt erhélt. Es besteht auch die Méglich-
keit, zu allen Anfangswerten die zugehorigen charakteristischen Systeme bis zur
Hyperbenen t,, = T,, zu losen und die dabei an Zwischenstellen erhaltenen Wer-
te zu tabellieren, so dafl man einen Satz von N&herungslosungen bereitgestellt
hat, mit dem man die Losung in einem beliebigen Punkt unter Verwendung der
Periodizitéten interpolieren kann.

Dieses Verfahren wird nun am Beispiel der zweiratigen MPDE (3.1) verdeutlicht,
wobei die Funktionen wieder die iiblichen Eigenschaften haben sollen und eine
biperiodische Losung mit den Perioden 77 und 75 gesucht ist.

Im Intervall [0,7[x{0} werden nun &quidistant die Punkte ¢; = (t1;,0) mit
tyy=(—1)h firj=1,...,nyund hy = % gewihlt. In diesen seien jeweils Start-
werte s; € R¥ vorgegeben. Das charakteristische System wird dann entlang der
Grundkurve (t1; + 7, 7) fiir 7 € [0, T3] zum Anfangswert s; gelost, d.h. man inte-
griert die Dgl. ¢(z) = f(x)4b(t1;+7, 7). Die dabei fiir 7 = T erhaltenen Ergebnis-
se sind dann Losungswerte der MPDE in den Punkten (¢1,+75,7%); j=1,...,m
und seien jeweils mit y; bezeichnet. Durch die Periodizitét in ¢; kann man diese
Werte auf das Intervall [0, T} [x{T5} iibertragen und dort mit ihnen die Losungen
x; der MPDE an den Stellen (t1;,T5) fiir j = 1,...,ny interpolieren.

Um Periodizitdt in ¢y zu erhalten, wird dann s; = x; fiir alle j = 1,...,n; ge-

fordert. Fafit man die Startwerte und die Losungswerte in den Spaltenvektoren

S =(s1,...,8,)F bzw. X = (21,...,2,,)7 des R* zusammen, so ist
F(S)=X(S)—5=0 (3.8)

als Nullstellenproblem zu l6sen. Dieses entspricht dem Gleichungssystem (3.6)
bei der Hierarchischen Randwertproblemlosung, nur werden jetzt die Endwerte
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Abbildung 3.3: Prinzip des Charakteristikenverfahrens

X in einer anderen Weise aus den Anfangswerten S bestimmt.

Auch hier sind die mit dieser Methode erhaltenen Losungswerte in X stetig
differenzierbar nach den Startwerten in S. Die Grofle y;, liegt fiir ein festes
Jo € {1,...,n1} als Losung der ODE (2.8) zum Anfangswert s;, nach dem Satz
iiber die Abhéngigkeit von Anfangswerten ( siehe [7] Kap. 1.14 ) stetig differen-
zierbar nach diesem vor, falls noch % fiir alle hier betrachteten Losungswerte
reguldr ist, was vorausgesetzt wird. Eine Abhingigkeit von y;, zu anderen Start-
werten s; mit j # jo besteht nicht, d.h. es gilt %’TJ;) = 0 fiir 57 # jo. Werden dann
die Losungswerte x; durch eine Polynominterpolation aus den y; bestimmt, z.B.
mit linearer Interpolation, so sind diese stetig differenzierbar nach den Variablen
y;j. Durch Verkettung der beiden Abhéngigkeiten hat man, daf die Losungswerte
x; stetig differenzierbar nach den Startwerten s; sind.

Damit kann das algebraische Gleichungssystem (3.8) mit Verfahren vom Newton-
Typ gelost werden. Die Funktionalmatrix dieses Systems hat wieder die Gestalt

oF _ox 59
os 08

mit der Einheitsmatrix I.

Hier kann aber die Funktionalmatrix %—g sehr giinstig berechnet werden und zeigt
auch eine Bandstruktur. Dies erklart sich daraus, daf§ die gesamte Matrix aus
den Blocken g‘z;; 1,7 = 1,...,nq zusammengesetzt ist. Zum einen wird nun fiir

die polynomiale Interpolation eines Losungswerts x; im allgemeinen nur auf eine
geringe Anzahl der Gréflen y; zugegriffen, wie z.B. bei der linearen Interpolation

nur auf zwei benachbarte Werte. Dadurch ist bereits g—‘;? bei festem i nur fiir
J
wenige, meist aufeinanderfolgende j € {1,...,n;} ungleich der Nullmatrix. Zum
anderen kann die Ableitung % fiir festes ¢ nur bei ¢ = j nicht verschwinden.
J

ox;
0s;
{1,...,n1} ungleich der Nullmatrix auftritt.

Damit folgt nach der Kettenregel, dafl

bei festem ¢ auch nur fiir wenige j €
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Bei linearer Interpolation z.B. zeigt die Funktionalmatrix dann folgende Band-
struktur :

0X
oS

Dabei ist ein solcher (k x k)-Block x aus den Spalten (j — 1)k +1,. .., jk bis auf
ein skalares Vielfaches, welches sich aus der Interpolation ergibt, von der Form
g_?:j' Die Lage der Blocknebendiagonalen gegeniiber der Hauptdiagonalen folgt

aus der Verschiebung der Punkte (t1; + T3, T2) gegeniiber den Punkten (t;;,7%)
mit j = 1,...,ny. Bei quadratischer oder kubischer Interpolation liegen dann
gerade jeweils drei bzw. vier benachbarte Blocke pro Zeile vor.

Allgemein ersicht man die Funktionalmatrix aus den Interpolationsformeln fiir
die Endwerte :

ni
901‘:5 Qi Y 1=1,...,m
=1

Ox; i oy Oy o
il = L,7j=1,...,m

—_7 i
3sj st

88]' N

=1

Bei der numerischen Bestimmung der Endwerte z; zu gewissen Startwerten s; fiir
7 =1,...,n1 kann man hier die zugehorige Funktionalmatrix leicht ermitteln. In
der Integration der n; charakteristischen Systeme, aus denen man die Endwerte
y; erhélt, die dann zur Interpolation dienen, braucht man lediglich die zugehorige
Matrixdifferentialgleichung, wie sie in Lemma 4 hergeleitet ist, mit zu losen und
erhélt damit die Sensitivitdtsmatrizen %. Diese werden dann nach der Interpo-

J
lationsformel in die entsprechenden Stellen der Funktionalmatrix eingetragen.

Interessant bei diesem Verfahren sind noch die beiden folgenden Spezialfélle. Da-
bei beachte man, dafl die charakteristischen Grundkurven stets Geraden der Stei-
gung 1 sind.

Im Fall T} = T5 verlduft die charakteristische Grundkurve durch einen der adquidi-
stanten Punkte (¢1;,,0) mit jo € {1,...,n1} dann durch den Punkt (¢;,+7%, 15),
welcher aufgrund der Periodizitét in ¢; mit dem Punkt (¢4;,, 7%) identifiziert wer-
den kann. Dies ist in Abbildung 3.4 a dargestellt. Der aus dem charakteristischen
System zu einem Startwert s;, erhaltene Endwert y;, entspricht deshalb gerade
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(a) (b)

Abbildung 3.4: Speziallfalle T} = T und T > T,

xj,- Es ist daher keine Interpolation mehr nétig und zudem zerfdllt die Peri-
odizitdtsbedingung (3.8) in n; separate Randwertprobleme gewohnlicher Diffe-
rentialgleichungen, wodurch die Funktionalmatrix von F' Blockdiagonalstruktur
annimmt.

Fiir den Fall, dafl eine Periode viel groler gegeniiber der anderen vorliegt, welcher
erst, wie in Kapitel 1 ausgefiihrt ist, eine Problemstellung in Form einer MPDE
gegeniiber der korrespondierenden ODE vorteilhaft macht, kann man analoges
erhalten. Es sei 0.B.d.A. T; > T5. Die charakteristische Grundkurve zu einem
der Punkte (t1;,,0) mit jo € {1,...,n1} verlduft durch die Stelle (¢, + T3, T%).
Da der Abstand der Punkte (¢1;,73);j = 1,...,n; zueinander in diesem Fall
meist viel groBer im Vergleich zu T, gewéhlt ist, wie es in Abbildung 3.4 b ver-
deutlicht wird, lohnt sich eine Interpolation nicht und es reicht aus, den jeweils
benachbarten Losungswert y,, in (t1;, + 15, 1%) fiir den Wert zj, in (¢4, 7%) zu
iibernehmen. Dabei héngt der entstehende Fehler jedoch nur vom Verhalten der
Losung in diesem Bereich ab und kann nicht durch Erh6hung der Anzahl der An-
fangswerte reduziert werden. Auch hierbei geht dann die Periodizitatsbedingung
(3.8) in ein System aus n; unabhingigen Randwertproblemen gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen iiber und die Funktionalmatrix von F nimmt wieder Block-
diagonalstruktur an.

Bei diesen beiden Fillen ist daher das Charakteristikenverfahren vereinfacht und
insbesondere der Rechenaufwand bei den zugehorigen linearen Gleichungssyste-
men erheblich reduziert.
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Abbildung 3.5: Relation im Fall T} > T,

Ist man an der Losung der zur MPDE korrespondierenden ODE interessiert, so
sind die Beziehungen zwischen diesem Charakteristikenverfahren und der direk-
ten Behandlung der ODE fiir den Fall 77 > T, bemerkenswert. Die Verhéltnisse
hierbei skizziert die Abbildung 3.5.
Nach Satz 1 iiber die MPDE-ODE-Relation enthalten die Geraden der Steigung
1 im Definitionsgebiet einer Losung der MPDE gerade Losungswerte der zu-
gehorigen ODE. Betrachtet man dabei die Hauptdiagonale ¢; = ¢5, so kann man
diese aufgrund der Periodizitdt in ¢, mit verschobenen Diagonalen im Rechteck
[0,T}] x [0, T3] identifizieren. Diese sind in Abbildung 3.5 durch gestrichelte Lini-
en dargestellt. Bei einer Integration der ODE miifite allen diesen Geradenstiicken
gefolgt werden, wobei auf jedem einzelnen eine Schwingung zu erfassen wire.
Ziel ist es nun, zu wenigen Punkten in dem besagten Rechteck eine geeignete
Néherungslosung der MPDE zu bestimmen und mit dieser die Losung der ODE
auf den Diagonalen dennoch hinreichend genau zu interpolieren. Beim Charakte-
ristikenverfahren geschieht dies dadurch, dafl nur zu einigen Anfangswerten die
charakteristischen Systeme integriert werden. In Abbildung 3.5 sind die zugehori-
gen charakteristischen Grundkurven mit durchgezogenen Linien gezeichnet, die
jeweils eines der obigen Geradenstiicke {iberdecken. Nach den Aussagen in Ab-
schnitt 2.2 entsprechen diese charakteristischen Systeme der urspriinglichen ODE.
Somit kann diese Methode dahingehend interpretiert werden, daf$ man die ODE
nicht iiber das ganze Intervall, auf dem die Losung zu bestimmen ist, integriert,
sondern nur Teilintervalle mit geeigneten Randbedingungen behandelt. Die Wer-
te in den Zwischenbereichen kénnen dann bei einem gleichméfligen Verhalten der
Losung der MPDE aus den gegebenen Grofien mit akzeptabler Genauigkeit inter-
poliert werden, wobei man ihre Lage im Rechteck [0,7}] x [0, 1] beriicksichtigt.
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3.4 Konvergenztheorie der Verfahren

Den drei in diesem Abschnitt dargestellten Verfahren liegt ein gemeinsames Prin-
zip zugrunde, welches nun beschrieben werden soll.

Man will an vorgegebenen diskreten Stellen im Definitionsbereich die zugehorigen
Werte der m-periodischen Losung bestimmen. Dies waren bei der Finiten Diffe-
renzen Methode die Funktionswerte in Gitterpunkten und bei der Hierarchischen
Randwertproblemlosung sowie dem Charakteristikenverfahren gewisse Anfangs-
werte. Diese Werte der exakten m-periodischen Losung seien in dem Spaltenvek-
tor X € R" zusammengefafit.

Zu ihrer ndherungsweisen Bestimmung wird nun bei den Verfahren jeweils eine
Funktion F': G — R", G C R" aufgestellt. Es ist F', ausgewertet an den exakten
Daten X , dann F (X ) = E, wobei E € R" einen Spaltenvektor bezeichnet, der
die Verfahrensfehler enthélt.

Dabei besteht F in der Finiten Differenzen Methode aus den Diskretisierungsfeh-
lern bei der Ersetzung der Differentialquotienten, bei der Hierarchischen Rand-
wertproblemlosung aus den Fehlern durch die Semidiskretisierung sowie durch
Interpolation und im Charakteristikenverfahren aus Fehlern bei der Interpolati-
on der Endwerte. Hier wird bei den letzten beiden Verfahren davon ausgegangen,
daB die zur Auswertung von F' benotigten gewohnlichen Differentialgleichungen
exakt gelost werden konnen. Dies ist im allgemeinen nicht moglich, wodurch man
F wiederum nur ndherungsweise berechnen kann. Die dabei entstehenden Feh-
ler gehen aber in der Theorie hier nicht in den Fehlervektor E ein. Durch eine
Storungsrechnung konnen diese Fehler noch zusétzlich einbezogen werden.

Um nun X niitherungsweise zu erhalten, 16st man das Nullstellenproblem F (X) =
0 fiir X € R". Die Existenz und Eindeutigkeit dieser Nullstelle sei vorausgesetzt.
Bei einem regelméfigen Verhalten der Funktion F' kann man erwarten, dafl mit
der Losung X des Nullstellenproblems dann X ~ X gilt, solange man die Ver-
fahrensfehler in £ klein hilt. Dies ist motiviert durch folgenden Satz, wobei man
0.B.d.A. die euklidische Norm auf dem R"™ betrachte.

Satz 7 Ist F': G — R", G C R" stetig differenzierbar und injektiv und zudem
eine ganze Umgebung von 0 im Bild von F' enthalten, dann gibt es c,r > 0, so
dafs fiir die eindeutige Nullstelle X von F hier | X — X|| < ¢ ||F(X)|| fir alle X
mit |[F(X)|| < r gilt.

Beweis :

Nach Voraussetzung existiert eine offene Kugel B(0, p) um den Nullpunkt mit
Radius p > 0, welche ganz im Bild von F' liegt. Damit kann man zu einem
r mit 0 < r < p iibergehen. Ist dann |[F(X)| < r, so liegt die ganze Ver-
bindungsstrecke zwischen diesem Funktionswert und dem Nullpunkt in B(0,r).
Da F injektiv und stetig differenzierbar ist, existiert die Umkehrabbildung £~!
und ist ebenfalls stetig differenzierbar. Durch Anwendung des Mittelwertsatzes

der Differentialrechnung ( siehe [14] ) erhélt man dann mit einem 6 € [0,1] die
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Abschétzung:

IE-HFX) = FHO) = % (0F(X))F(X)]|

IX-X| = |F
< | OPO)| IP)]

Die Norm der Funktionalmatrix l&8t sich nun gleichméfig auf der kompakten
Kugel vom Radius » um den Nullpunkt durch eine Konstante ¢ beschrianken. O

Da F' in allen drei Verfahren als stetig differenzierbar nachgewiesen wird, ist ei-
ne Grundvoraussetzung fiir die Losung dieses Nullstellenproblems mit Verfahren
vom Newton-Typ gegeben. Uber die Konvergenz dieser Methoden liegen jeweils
Sétze vor, wie man sie z.B. in [9] findet. Teilweise garantieren diese Sdtze dann
unter verschirften Voraussetzungen an die Eigenschaften der Funktion F' auch
die Existenz und Eindeutigkeit einer Nullstelle.

Als Beispiel sei hier der Satz von Newton-Kantorovich angefiihrt, der die Kon-
vergenz des Newton-Raphson-Verfahrens beschreibt. Dabei ist B(X, ) die offene
Kugel um X mit Radius r und es wird die euklidische Norm verwendet.

Satz 8 (Newton-Kantorovich) Sei F': G — R", G C R" auf einer konvezen
Teilmenge C' C G stetig differenzierbar und erfille fir ein Xy € C, zu dem die
Funktionalmatrix wmvertierbar ist, die Bedingungen

o) |95 (X) = %M <al|X =Y firaleX,YeC

b) I X(Xo) 1|| <5

¢) |lgx(Xo) ' F(Xo)ll <~

Mit den Konstanten h := afy und 115 := (1 F V1 — 2h) gilt dann:

Falls h < % und B(Xo,m) C C ist, so besitzt F genau eine Nullstelle X in
C N B(Xy,r2) und die Folge { X} aus dem Newton-Raphson-Verfahren gegeben
durch

Xpr1 = Xp — 28(Xi) P F(Xy)

zu Xo als Startwert existiert, ist in B(Xo,m1) enthalten und konvergiert gegen X.

Die dabei genannten Voraussetzungen an die Funktion F' sind im allgemeinen
nicht nachpriifbar, da diese meist nicht als expliziter Ausdruck vorliegt, sondern
selbst nur ndherungsweise zu einzelnen Argumenten bestimmt werden kann. Hier
148t sich z.B. nur bei der Finiten Differenzen Methode eine geschlossene Form von
F mit Funktionen aus der MPDE angeben. Fiir die Hierarchische Randwertpro-
blemlosung und das Charakteristikenverfahren jedoch ist /' nur durch das Lésen
von gewohnlichen Differentialgleichungen auswertbar.

Die Konvergenzsatze sind meist jedoch nur hinreichend und nicht notwendig, d.h.
selbst wenn ihre Voraussetzungen nicht erfiillt sind, kénnen die Verfahren den-
noch zu einer Losung fiithren.

Man mufl daher an das Problem die Forderung stellen, dafl die besagte Nullstelle
existiert und eindeutig ist. Es wird also auch problemabhéngig sein, ob Konver-
genz eintritt oder nicht.
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Besonders giinstig erweist es sich, wenn die Funktionen ¢ und f aus dem System
der MPDE affin-linear sind. Dann besitzt ndmlich die Funktion F' aus den Ver-
fahren die Gestalt F/(X) = AX + B mit einer konstanten Matrix A und einem
konstanten Vektor B.

Dies ist fiir die Finite Differenzen Methode trivial. Bei der Hierarchischen Rand-
wertproblemlosung und dem Charakteristikenverfahren folgt es daraus, dafl hier
die bei der Semidiskretisierung entstehenden gewohnlichen Differentialgleichun-
gen bzw. das charakteristische System linear sind, welche jeweils die Funktion
F' bestimmen. Dadurch sind auch die bei der numerischen Losung dieser impli-
ziten Differentialgleichungen durch ein Integrationsverfahren auftretenden alge-
braischen Gleichungssysteme linear.

Das Newton-Raphson-Verfahren konvergiert damit in nur einem Schritt fiir belie-
bige Startwerte gegen die gesuchte Nullstelle von F'. Zudem ist die dazu notwen-
dige Bestimmung der Funktionalmatrix von F' durch numerische Differentiation
unproblematisch, da sich fiir beliebige Schrittweite die exakten Gréfien ergeben.
Desweiteren gilt dies ebenfalls bei der Behandlung der inneren Randwertproble-
me in der Hierarchischen Randwertproblemlésung, da in diesem Fall, wie bereits
oben erwéhnt, die zugehorige Differentialgleichung linear ist.

3.5 Vergleich der Verfahren

Die drei in diesem Kapitel erlauterten Verfahren zur numerischen Bestimmung
der m-periodischen Losung einer MPDE sollen jetzt von ihrer Theorie her vergli-
chen werden. Dabei sei betont, dafl die hier beschriebenen Varianten betrachtet
sind. Mdgliche Modifikationen kénnten ein anderes Verhalten ergeben.

Die Finite Differenzen Methode (FDM) behandelt die MPDE als partielle Dif-
ferentialgleichung direkt. Bei der Hierarchischen Randwertproblemlosung (HRL)
und dem Charakteristikenverfahren (CHV) wird das Problem auf die Losung von
gewohnlichen Differentialgleichungssystemen zuriickgefiihrt.

Alle drei Verfahren beruhen, wie im letzten Abschnitt dargestellt ist, auf der
Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems. Daher sind die Eigenschaften die-
ses Gleichungssystems entscheidend fiir die Bestimmung der Néherungslosung
und deren Giite.

Bei der FDM wird die Niaherung auf einem Gitter durch Diskretisierung berech-
net. Dadurch liegt naturgeméf ein sehr grofles, diinn besetztes Gleichungssystem
vor, woraus ein hoher Speicherplatzbedarf resultiert. In der HRL und dem CHV
werden nur gewisse Anfangswerte niherungsweise bestimmt, aus denen dann ge-
suchte Losungswerte vereinfacht, d.h. ohne das urspriingliche Gleichungssystem
wieder heranzuziehen, erhalten werden konnen. Damit ist die Zahl der Unbekann-
ten gering, also der Speicherplatzbedarf niedrig.

Wie bereits gesagt, werden in der FDM alle m Differentialquotienten aus der
MPDE diskretisiert. Bei der HRL diskretisiert man m — 1 dieser Differentialquo-
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tienten, um letztlich eine gewohnliche Differentialgleichung behandeln zu kénnen.
Das Charakteristikenverfahren jedoch benutzt direkt die Struktur des Informati-
onstransports in der MPDE und gelangt daher ohne eine Diskretisierung bereits
zu einem gewoOhnlichen Differentialgleichungssystem, mit welchem die Problem-
stellung gelost werden kann.

Der Aufwand der Verfahren hingt mit davon ab, wie die Periodizitédtsbedin-
gungen aus den m Dimensionen jeweils eingehen. In der FDM werden mittels
der Periodizitdten Unbekannte aus dem Gleichungssystem ausgerdumt und diese
Vorgaben damit effizient eingesetzt. Bei der HRL mufl man die Periodizitéit in
der Hierarchie sukzessiv fiir jede Dimension einzeln erreichen, wodurch der Auf-
wand sehr grof§ ist. Im CHV braucht von der Theorie her nur die Periodizitét in
einer Dimension beriicksichtigt zu werden, wihrend man die Peridizitédten in den
anderen m — 1 Dimensionen bereits miterhélt, was gegeniiber der HRL erheblich
giinstiger ist.

Bei der konkreten Behandlung des nichtlinearen Gleichungssystems muf} die zu-
gehorige Funktion, deren Nullstelle man bestimmen will, ausgewertet werden.
Diese setzt sich in der FDM aus Funtionen von der MPDE zusammen. Die Ver-
dichtung der Information auf die Anfangswerte fiithrt bei der HRL und dem CHV
dazu, dafl jene Funktion aufwendiger zu berechnen ist, ndmlich durch Lésung
von gewoOhnlichen Differentialgleichungen, welche die jeweiligen Informationen
aus den Anfangswerten propagieren. Dazu sind dann in der HRL Randwertproble-
me solcher Gleichungen zu l6sen, wodurch diese Auswertung sehr zeitaufwendig
und das Verfahren anfélliger ist, weil sich hier zusétzliche Konvergenzprobleme
ergeben konnen. Fiir das CHV braucht man dagegen nur Anfangswertprobleme
zu behandeln, welche weniger aufwendig sind.

In allen drei Verfahren liegt eine stetig differenzierbare Funktion bei der Nullstel-
lenbestimmung vor, wodurch Methoden vom Newton-Typ auf diese nichtlinearen
Gleichungen angewendet werden konnen. Die dadurch auftretende Funktional-
matrix unterscheidet sich bei den drei Verfahren entsprechend dem zugrunde
liegenden Gleichungssystem und der Art, wie sie bestimmt werden kann. Fiir
die FDM ist sie extrem grof3, diinn besetzt und kann im wesentlichen nur durch
numerische Differentiation der in der MPDE vorliegenden Funktionen berechnet
werden. In der HRL wird die Funktionalmatrix aus numerischer Differentiati-
on der korrespondierenden Funktion erhalten, wodurch der Rechenaufwand sehr
hoch ist, da viele Funktionsauswertungen dieser ohnehin schon aufwendig zu be-
rechnenden Funktion nétig sind. Die Funktionalmatrix ist dadurch voll besetzt,
aber kleiner als in der FDM, da die Unbekannten hier nur die Anfangswerte sind.
Fiir das CHV allerdings kann die Funktionalmatrix leicht bei der Auswertung der
zugehorigen Funktion miterhalten werden, indem man in den Integrationen der
charakteristischen Systeme die korrespondierenden Matrixdifferentialgleichungen
mitlost, aus welchen sich die Sensitivitdtsmatrizen, die in der Funktionalmatrix
auftreten, ergeben. Zudem ist diese Funktionalmatrix von der Theorie her diinn
besetzt und hat die gleichen Groflenverhéltnisse wie bei der HRL, da wieder-
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um nur Anfangswerte betrachtet werden. Selbst wenn man eine giinstigere Art
der Bestimmung der Funktionalmatrix fiir die HRL finden wiirde, diirfte diese
Berechnung immer noch aufwendiger sein als beim CHV, denn die korrespondie-
rende Funktion ist dort schon deutlich kostspieliger auszuwerten als im CHV.
Insgesamt zeigen sich also bei verschiedenen Kriterien unterschiedliche Eigen-
schaften der drei Verfahren. Letztendlich werden aber wohl die Konvergenzeigen-
schaften der Methoden bei Problemen in der Anwendung dariiber entscheiden,
welches Verfahren vorzuziehen ist.



Kapitel 4

Implementierung der Verfahren

Im folgenden wird nun beschrieben, auf welche Weise die drei Methoden aus
Kapitel 3 implementiert sind und welche Parameter man zu ihrer Ausfithrung
festzulegen hat.

Dabei sind alle drei Verfahren zur ndherungsweisen Bestimmung der biperiodi-
schen Losung einer MPDE mit zwei Zeitraten konstruiert, welche aus k einzelnen
Gleichungen besteht. Die MPDE hat daher die Gestalt

dq(x) N dq(x)
0ty Ots

= f(x) + b(t1,t2), (4.1)

wobei wieder ¢ : G, — R und f : G; — R” stetig differenzierbare Funktionen auf
den Gebieten G, Gy C R¥ sind und b : R* — RF stetig bzw. stetig differenzierbar,
sowie z : R? — G, N G; die gesuchte biperiodische Losung. Die beiden Perioden
T7 und T5 seien gegeben.

4.1 Implementierung der
Finiten Differenzen Methode

Zur Berechnung von Naherungswerten der biperiodischen Losung der MPDE auf
einem zweidimensionalen Gitter ist das Finite Differenzen Verfahren als Funktion
in MATLAB implementiert. Diese befindet sich in dem M-File fdverf.m und kann
direkt unter MATLAB aufgerufen werden.

Es wird dabei genau die in Abschnitt 3.1 beschriebene Methode angewendet,
namlich die Diskretisierung der MPDE auf einem uniformen Gitter mittels des
zentrierten Differenzenquotienten. Das Gitter besteht also aus den Punkten
((j—D)(Ty/n), i —1)(Ty/m)) fir j=1,...,nundi=1,...,m

im Rechteck [0, 7] x [0, T3], wobei die Anzahlen n und m wéhlbar sind. Daraus
erhélt man unter Verwendung der Biperiodizitdt dann ein System aus nmk alge-
braischen Gleichungen fiir die Ndherungslosungen in den Gitterpunkten, wenn k
die Anzahl der Gleichungen in der MPDE ist.

40
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Diese nichtlinearen Gleichungen werden hier ndherungsweise mit dem Newton-
Raphson-Verfahren ( siehe [9] ) gelost. Die Startwerte fiir die Iteration sind dabei
vorzugeben. In einem Iterationsschritt wird zuerst die Funktion, deren Nullstelle
zu bestimmen ist, an der jeweils vorliegenden Naherung ausgewertet. Dabei wer-
den Auswertungen der Funktionen ¢ und f zu den aktuellen Ndherungswerten
zwischengespeichert, weil diese auch bei der Berechnung der Funktionalmatrix
auftreten. Die Gestalt der Funktion zur Nullstellenbestimmung ist in Abschnitt
3.1 erlautert. Die Eintrége in den zu diesen Funktionswerten gehorenden Vektor
erfolgen so, dafl zunéchst alle Auswertungen der Funktionen f und b eingeschrie-
ben werden. Darauf folgen die Werte aus der Funktion ¢, wobei jede gespeicherte
Auswertung einzeln aufgerufen und dann in alle entsprechenden Stellen mit den
jeweiligen Vorfaktoren hinzugefiigt wird. Aufgrund der besonderen Gestalt der
Funktion zur Nullstellenbestimmung, die durch die Identifizierung der Gitter-
punkte mit der Periodizitdat in beiden Dimensionen entsteht, ergibt sich hier eine
bestimmte Schleifenstruktur bei diesem Vorgehen.

Nach der Funktionsauswertung wird die Maximumnorm des Ergebnisses, welches
mit dem Residuum des Gleichungssystems identisch ist, berechnet. Wenn sich
dieser Fehler kleiner als eine vorgegebene Genauigkeitsschranke epsilon erweist,
so wird die aktuelle Ndherung akzeptiert und die Iteration beendet. Ein Abbruch
der Iteration mit Ausgabe der Néherung erfolgt an dieser Stelle auch, falls bereits
eine vorgegebene Maximalzahl itermax an Newtonschritten durchgefiihrt ist.
Trifft beides nicht zu, so wird mit der Bestimmung der Funktionalmatrix fortge-
fahren. Diese besitzt die in Abschnitt 3.1 dargestellte Blockstruktur. Die einzelnen
Blocke sind bis auf Vorfaktoren Funktionalmatrizen der Funktionen ¢ und f in
den jeweiligen Naherungswerten. Man erhélt diese Ableitungen durch numerische
Differentiation, wobei hier der gewthnliche Differenzenquotient mit der Schritt-
weite delta verwendet wird. Dazu konnen die gespeicherten Werte der Funktionen
q und f bei der Bildung des Differenzenquotienten mitverwendet werden. Wie-
derum erfolgen zunéchst alle Auswertungen und Eintragungen der Ableitungen
beziiglich f. Dann wird jeweils eine Ableitung zu g berechnet und in alle Stellen,
an denen sie auftritt, mit den entsprechenden Vorfaktoren eingeschrieben. Aus
der Gestalt der gesamten Funktionalmatrix ergibt sich wieder die besagte Schlei-
fenstruktur bei dieser Durchfiihrung.

Nun kann die Newtonkorrektur vorgenommen werden. Dazu ist im wesentlichen
ein grofles, diinn besetztes lineares Gleichungssystem zu 16sen. Daher wird die
Funktionalmatrix als sparse matrix gespeichet. Die Losung des zugehorigen Glei-
chungssystems erfolgt jedoch direkt mittels einer LR-Zerlegung.

Nach der Newtonkorrektur setzt das Programm den Iterationsschrittezéhler hoch
und fahrt mit der Auswertung der Funktion an der neuen Néherung fort. Alles
weitere wiederholt sich dann wie bereits beschrieben.

Die Struktur dieses Programms ist als Fludiagramm in der Abbildung 4.1 dar-
gestellt.
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Abbildung 4.1: FluBldiagramm zu fdverf

Der Aufruf der Funktion fdverf unter MATLAB erfolgt in der Form :

v = fdverf(n,m, k,itermaz, epsilon, delta, Ty, Ty, u)

Die Parameter sind dabei zum Teil die bereits erwahnten Groflen und bedeuten
im einzelnen :
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n Anzahl der Gitterschichten in der ersten Verdnderlichen
m Anzahl der Gitterschichten in der zweiten Veranderlichen
k Anzahl der Gleichungen in der MPDE

itermaxr Maximalzahl der Iterationsschritte
epsilon  Genauigkeitsvorgabe

delta Schrittweite bei der numerischen Differentiation der Funktio-
nen g und f aus der MPDE

T Periode in der ersten Veranderlichen

15 Periode in der zweiten Veradnderlichen

u Spaltenvektor mit den Startwerten

v Spaltenvektor mit den Naherungslosungen

Der Spaltenvektor u hat die Dimension nmk und mufl in der Komponente
(t—Dnk+(G—Dk+lmit 1 <i<m, 1<j<n, 1<I<k

einen Startwert fiir die [-te Komponente des Losungswerts im Gitterpunkt mit
den Koordinaten ((j — 1)(7T1/n), (i — 1)(T2/m)) enthalten. Der Spaltenvektor v
ist auch von der Dimension nmk und besitzt in seinen Komponenten die Néhe-
rungslosungen zu den Gitterpunkten in der gleichen Reihenfolge wie in u. Dadurch
kann v als Vektor fiir die Startwerte zu weiteren Iterationen benutzt werden.
Die Funktionen ¢, f und b aus der MPDE miissen vom Anwender als weitere
MATLAB-Funktionen mit den Bezeichnungen nlg,nlf und beta bereitgestellt
werden. Dabei sind nlg und nlf von der Form y = nlg(z) bzw. y = nlf(z),
wobei x und y Spaltenvektoren der Dimension k sind, und beta von der Gestalt
y = beta(ty,t2) mit einem Spaltenvektor y der Dimension k und reellen Argumen-
ten t; € [0,71[,t2 € [0, T3[. Aus den Files nlq.m, nlf.m und beta.m kann n#heres
iiber die Form dieser Funktionen entnommen werden.

4.2 Implementierung der
Hierarchischen Randwertproblemlésung

Um die Anfangswerte der biperiodischen Losung zur MPDE (4.1) ndherungswei-
se mittels der Hierarchischen Randwertproblemlosung zu bestimmen, ist das in
Abschnitt 3.2 beschriebene Verfahren im Programm HRWP in der Programmier-
sprache FORTRAN 77 implementiert.

Das Hauptprogramm liest die benétigten Parameter aus einer Datei ein, deren
Name bei der Ausfithrung iiber die Tastatur eingegeben wird. Danach wird die
Subroutine HIERRWP aufgerufen, welche die Losung des dufleren Randwertpro-
blems, also die Berechnung der Anfangswerte, durchfiihrt. Dies geschieht iterativ
iiber die Behandlung des zugehorigen nichtlinearen Gleichungssystems (3.6) mit
dem Newton-Raphson-Verfahren. Die Anzahl der Anfangswerte ANZ ist dafiir
festzulegen, die dann zu den Punkten ((7 — 1)T1/ANZ,0) fir j = 1,...,ANZ
gehoren und aus jeweils DMS vielen Komponenten bestehen, wenn DMS die
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Anzahl der Gleichungen in der MPDE ist. Fiir die Iteration sind die Startwer-
te in einer Datei vorzugeben. Die beim Newton-Raphson-Verfahren auftretende
Funktionalmatrix wird durch numerische Differentiation mit dem gewohnlichen
Differenzenquotienten zur Schrittweite SIGMA bestimmt, d.h. es wird jede Kom-
ponente der Anfangswerte einzeln gestort und dazu die Funktion zur Nullstellen-
bestimmung ausgewertet, um den Differenzenquotienten bilden zu kénnen. Die
entstehenden linearen Gleichungssysteme werden direkt gelost. Falls die Funk-
tionalmatrix sich dabei als singulér beziiglich der Rechengenauigkeit erweist, so
erfolgt ein Abbruch des Programms mit einer entsprechenden Meldung. In jedem
Iterationsschritt wird die Maximumnorm des Residuums beim nichtlinearen Glei-
chungssystems zu der aktuellen Naherung berechnet und falls dieser Fehler unter
einer vorgegebenen Genauigkeitsschranke EPSA liegt, beendet das Programm die
Iteration und gibt die Ndherung in einer Datei aus. Die Iteration wird ebenfalls
mit der Ausgabe der aktuellen Naherung gestoppt, wenn die maximale Schrittzahl
IMAXA erreicht ist. Diese Ausgabe erfolgt durch die Subroutine AUSGABE. Die
Abfolge hier entspricht im wesentlichen der des in Abbildung 4.1 dargestellten
FluBdiagramms.

Um die Funktion der Nullstellenbestimmung auszuwerten, miissen schichtweise
innere Randwertprobleme gelost werden, wie es im Abschnitt 3.2 beschrieben ist.
Dazu wird die Subroutine EVOLUT aufgerufen, welche die Integration der jewei-
ligen Anfangswerte nach diesem Verfahren bis zu den Endwerten hin koordiniert,
also sozusagen die Evolution der Anfangswerte veranldfit. Es ist dabei die An-
zahl der dquidistanten Schichten SZHL fiir die Semidiskretisierung vorzugeben,
wobei die Schicht mit den Anfangswerten nicht dazuzurechnen ist. Die Semidis-
kretisierung wird nach den BDF-Verfahren ( siehe [10] ) durchgefiihrt, d.h. der
Differentialquotient nach t5 wird durch diese Differenzenformeln ersetzt. Die er-
ste Schicht enthélt die bereits gegebenen Nédherungen der Anfangswerte, auf die
dann zur Berechnung der zweiten Schicht nach dem BDF-1-Verfahren, also dem
impliziten Eulerverfahren, zuriickgegriffen wird. Fiir die dritte Schicht findet das
BDF-2-Verfahren Verwendung, welches die ersten beiden Schichten mitbenutzt
und von zweiter Ordnung ist. Alle weiteren Schichten werden dann unter Benut-
zung der BDF-3-Formel bestimmt, die von dritter Ordnung approximiert. Dazu
werden fiir die Berechnung einer aktuellen Schicht jeweils Losungswerte der letz-
ten drei Schichten, genauer deren Werte unter der Funktion ¢, auf die durch
die Formel zuriickgegriffen wird, zwischengespeichert. Fiir die Umrechnung der
Néaherungslosung mit ¢ und deren Abspeicherung dient die Suboutine QLSGBE.
Die Losung des inneren Randwertproblems in einer Schicht erfolgt mit der Sub-
routine RWPLSG. Hier wird dieses periodische Randwertproblem mit dem ein-
fachen Schiefiverfahren ( siehe [10] ) behandelt, d.h. aus dem zugehéorigen nicht-
linearen Gleichungssystem der Periodizitéitsbedingung bestimmt man einen An-
fangswert in der Schicht, aus dem dann die gesuchte Losungsfunktion erhalten
wird. Dies geschieht wieder iterativ mit dem Newton-Raphson-Verfahren. Als
Startwert fiir diese Newtoniteration wird der entsprechende Naherungswert aus
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der vorhergehenden Schicht verwendet. In jedem Schritt berechnet sich der Feh-
ler als Maximumnorm des Residuums von der aus der Periodizitédtsbedingung
folgenden Gleichung zu der aktuellen Naherung. Ist dieser Fehler dann kleiner als
die Genauigkeitsschranke EPSI, so wird die Ndherung akzeptiert. Erreicht man
die Genauigkeit nicht innerhalb der vorgegebenen Iterationsschrittzahl IMAXI,
so erfolgt ein Abbruch der Programmausfithrung mit entsprechender Meldung.
Die linearen Gleichungssysteme werden ebenfalls direkt gelost und bei singulérer
Funktionalmatrix wird das Programm mit zugehoériger Fehlermeldung abgebro-
chen.

Um die Funktion zur Nullstellenbestimmung in diesen inneren Randwertproble-
men und ihre korrespondierende Funktionalmatrix auszuwerten, sind Anfangs-
wertprobleme der ODE in einer Schicht und der zugehorigen Matrixdifferential-
gleichung fiir die Sensitivitdtsmatrix ( siche Lemma 4 ) zu losen. Hierzu ist die
Subroutine ODELSG bereitgestellt. Diese bestimmt ndherungsweise die Losungen
der ODE in einer Schicht zu gegebenem Anfangswert und der Sensitivitdtsma-
trix zu diesem Anfangswert durch Diskretisierung der Differentialquotienten. Als
Differenzenverfahren dient dazu die Trapezregel, die von zweiter Ordnung kon-
vergent ist und auch einen geringen Fehlerkoeffizienten im Vergleich zu anderen
Formeln besitzt. Zudem ist dieses Verfahren A-stabil ( siche [8] Kap. IV.3 ), d.h.
es ist fiir steife Differentialgleichungen geeignet, welche héufig in der Schaltungs-
simulation auftreten. Auflerdem hat dieses implizite Verfahren hier kaum mehr
Aufwand als eine explizite Formel, da auch dort algebraische Gleichungssyste-
me zu losen wéren, weil die ODE im allgemeinen implizit ist. Die Differential-
gleichungen werden hier dquidistant integriert, wobei die Schrittzahl stets der
Anzahl der Anfangswerte ANZ entspricht, da dann nur auf bereits berechnete
Losungswerte in den vorhergehenden Schichten zuriickgegriffen wird, wodurch
keine Interpolation mehr nétig ist. Durch die Diskretisierung treten nichtlineare
Gleichungssysteme auf, welche wieder iterativ gelost werden. Dabei erfolgen ge-
nau IMAXO Newtonschritte und als Startwert dient der jeweils vorhergehende
Losungswert in der aktuellen Schicht. Die hier benotigten Funktionalmatrizen
erhédlt man durch numerische Differentiation mit dem gewohnlichen Differenzen-
quotienten zur Schrittweite DELTA, wobei die Funktionen ¢ und f in der MPDE
ausgewertet werden. Dabei resultierende lineare Gleichungssysteme werden di-
rekt gelost. Da die Matrixdifferentialgleichung linearen Charakter hat, erfordert
sie in jedem Integrationsschritt nur die Losung eines linearen Gleichungssystems.
Bei einer dquidistanten Schrittweite sind die Matrizen fiir das lineare Gleichungs-
system in einem Integrationsschritt der Matrixdifferentialgleichung und im er-
sten Newtonschritt des nichsten Integrationsschritts der ODE identisch, so dafl
man die entsprechende LR-Zerlegung dieser beiden Teile nur einmal zu berech-
nen braucht, wodurch sich besonders bei groflen Systemen der Rechenaufwand
erniedrigt. Diese Identitdt der Matrizen ist eine Konsequenz aus der impliziten
Differenzenformel und wird in [2] erldutert. Speziell fiir die Trapezregel findet
man dies in Anhang A hergeleitet.
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Abbildung 4.2: Programmhierarchie in HRWP

Die Subroutinen ODELSG und QLSGBE greifen auf Funktionen aus der MPDE
zuriick. Daher miissen die Abbildungen ¢, f und b als Subroutinen NLQ, NLF
und BETA vom Benutzer bereitgestellt und eingebunden werden. Der Aufbau
dieser Subroutinen kann den Beispielen im File funktbsp.f entnommen werden.
Die Funktion b wird bei diesem Verfahren nur im Rechteck [0, 71] x [0, T5] ausge-
wertet, wodurch man BETA nur fiir diesen Bereich zu definieren braucht.
Lineare Gleichungssysteme, die bei diesem Verfahren auftreten, werden stets di-
rekt mit den LINPACK-Routinen DGEFA und DGESL ( siche [19] ) gelost,
die zusammen mit den BLAS-Routinen, auf welche von ihnen zuriickgegriffen
wird, ebenso einzubeziehen sind. Diese BLAS-Routinen lauten im einzelnen DA X-
PY, DDOT, DSCAL und IDAMAX. Im File lgsls.f sind die Quellcodes der hier
benotigten LINPACK- und BLAS-Routinen enthalten und kénnen so mitkompi-
liert werden.

Das Zusammenspiel der Subroutinen im Programm HRWP ist in Abbildung 4.2
skizziert. Dabei bedeutet ein Pfeil von einem Unterprogramm auf ein anderes,
dafl das zweite von dem ersten aufgerufen wird. Die BLAS-Routinen sind der
Ubersichtlichkeit halber nicht aufgefiihrt.
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Die Eingabedatei mit den benotigten Parametern mufl diese zeilenweise in der
nun beschriebenen Abfolge enthalten.

o INTEGER-Werte :

ANZ Anzahl der Anfangswerte

DMS Anzahl der Gleichungen in der MPDE

SZHL Anzahl der Schichten fiir die Semidiskretisierung

IMAXA Maximalzahl der Iterationsschritte bei der Losung des
aufleren Randwertproblems

IMAXI  Maximalzahl der Iterationsschritte bei der Losung der
inneren Randwertprobleme

IMAXO Anzahl der Iterationsschritte fiir die Losung nichtlinea-
rer Gleichungen bei der Integration der ODE

e DOUBLE PRECISION-Werte :

EPSA  Genauigkeitsvorgabe im dufleren Randwertproblem

EPSI Genauigkeitsvorgabe im inneren Randwertproblem

SIGMA  Schrittweite fiir die numerische Differentiation zur Be-
rechnung der Funktionalmatrix bei der Losung des dufe-
ren Randwertproblems

DELTA Schrittweite fiir die numerische Differentiation der Funk-
tionen ¢ und f aus der MPDE

PERI1  Periode 77 in der ersten Veradnderlichen

PERI2 Periode 75 in der zweiten Veranderlichen

e CHARACTER*20 :

IDATEI  Name der Eingabedatei mit den Startwerten
ODATEI Name der Ausgabedatei mit den Ndherungswerten

Die Eingabedatei mit den Startwerten hat diese zeilenweise so zu enthalten, dafl
sich in der Zeile der Nummer (j —1)DMS+7 mit 1 < j < ANZ und 1 <[ < DMS
der Startwert fiir die [-te Komponente des j-ten Anfangswerts befindet. Insge-
samt sind dies also ANZ-DMS viele Zahlen, die in doppelter Genauigkeit einge-
lesen werden.

Die Ausgabedatei beinhaltet die Ndherungen fiir die Anfangswerte zeilenweise in
doppelter Genauigkeit mit der gleichen Abfolge. Dadurch kann die Ausgabedatei
aus einer Programmdurchfiihrung als Fingabedatei fiir weitere Durchlaufe ver-
wendet werden.

Um nun aus den so erhaltenen Anfangswerten eine Nidherungslosung der MPDE
auf einem uniformen Gitter im Rechteck [0, 73] x [0, T3] nach dieser Methode zu
berechnen, ist das Programm HRWPLSG bereitgestellt. Dieses 16st allgemein das
zu der MPDE gehorige Rand-Anfangswertproblem, wie es in Satz 4 beschrieben
ist, zu diskreten Anfangswerten.
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Die Gitterpunkte sind dabei ((j — 1)(71/ANZ), (i — 1)(T3/SZHL)) fiir 1 < j <
ANZ +1 und 1 < ¢ < SZHL + 1, wobei ANZ die Anzahl der gegebenen An-
fangswerte und SZHL die wéhlbare Anzahl der dquidistanten Schichten in der
Semidiskretisierung ist.

Das Hauptprogramm liest wieder die benttigten Parameter aus einer Datei ein,
deren Name bei der Durchfithrung iiber die Tastatur eingegeben wird. Die Sub-
routine AWRWLSG leitet dann die Losung des Rand-Anfangswertproblems ein,
indem, wie bereits beschrieben, aus den Anfangswerten sukzessive periodische
Néherungslosungen in den einzelnen Schichten berechnet werden. Diese Evoluti-
on der Anfangswerte und die Ausgabe der dabei erhaltenen Ndherungswerte wird
von der Subroutine EVOLAUSG durchgefiihrt. Dabei finden wieder Aufrufe der
Subroutinen RWPLSG, ODELSG und QLSGBE statt, welche mit jenen aus dem
Programm HRWP identisch sind.

Die Funktionen aus der MPDE hat man wieder durch die Subroutinen NLQ, NLF
und BETA in das Programm einzubinden. Gleichfalls gilt dies fiir die LINPACK-
Routinen DGEFA und DGESL und die von ihnen benétigten BLAS-Routinen.
Die Bedeutungen der Eingabeparameter entspechen denen im Programm HRWP.
Die Eingabedatei mit den Parametern muf} diese zeilenweise in der folgenden An-
ordnung enthalten.

o INTEGER-Werte :

ANZ Anzahl der Anfangswerte

DMS Anzahl der Gleichungen in der MPDE

SZHL Anzahl der Schichten fiir die Semidiskretisierung

IMAXI Maximalzahl der Iterationsschritte bei der Losung der
inneren Randwertprobleme

IMAXO Anzahl der Iterationsschritte fiir die Losung nichtlinea-
rer Gleichungen bei der Integration der ODE

e DOUBLE PRECISION-Werte :
EPSI Genauigkeitsvorgabe im inneren Randwertproblem
DELTA Schrittweite fiir die numerische Differentiation der Funk-
tionen ¢ und f aus der MPDE
PERI1  Periode 77 in der ersten Verdnderlichen
PERI2  Periode T3 in der zweiten Verédnderlichen

e CHARACTER*20 :

IDATEI  Name der Eingabedatei mit den Anfangswerten
ODATEI Name der Ausgabedatei mit den Néherungslosungen

Die Eingabedatei mit den Anfangswerten hat deren Komponenten zeilenweise in
der Reihenfolge zu enthalten, wie sie auch von HRWP ausgegeben wird.

Die Ausgabedatei mit den Naherungswerten besitzt schliellich in der Zeile

(1t —1)(ANZ+ 1)DMS + (j — )DMS + [ fir 1 < ¢ < SZHL+1, 1 < j <
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ANZ 4+ 1, 1 <1 < DMS die Niaherung der [-ten Komponente des Losungswerts
im Punkt ((j—1)(71/ANZ), (i—1)(1>/SZHL)). Diese Zahlen werden in doppelter
Genauigkeit eingelesen bzw. ausgegeben.

4.3 Implementierung des
Charakteristikenverfahrens

Zur naherungsweisen Bestimmung der Anfangswerte der biperiodischen Losung
zur MPDE (4.1) mit Hilfe des Charakteristikenverfahrens liegt das Programm
CHARVERF in FORTRAN 77 vor. Dieses verfihrt nach dem im Abschnitt 3.3
dargestellten Beispiel.

Die benotigten Parameter werden wieder vom Hauptprogramm aus einer Da-
tei eingelesen, deren Name bei der Ausfithrung iiber die Tastatur einzugeben
ist. Daraufhin fiihrt die Subroutine CHARKT die Berechnung der Anfangswer-
te durch, indem sie das Nullstellenproblem (3.8) heranzieht. Diese nichtlineare
Gleichung fiir die Anfangswerte wird mit dem Newton-Raphson-Verfahren ite-
rativ gelost. Die Anzahl der Anfangswerte ANZ ist vorzugeben, welche dann zu
den dquidistanten Punkten ((j — 1)71/ANZ,0) fiir j = 1,..., ANZ gehoren. Ein
Anfangswert besitzt DMS viele Komponenten, wobei DMS die Anzahl der einzel-
nen Gleichungen in der MPDE ist. Man hat die Startwerte fiir die Komponenten
der Anfangswerte bei der Newtoniteration in einer weiteren Datei vorzugeben.
Lineare Gleichungssysteme, die bei der Newtonkorrektur auftreten, werden di-
rekt gelost. Ist die Matrix eines solchen Gleichungssystems singulér beziiglich der
Rechengenauigkeit, so wird die Programmausfiihrung mit einer entsprechenden
Meldung abgebrochen. In jedem Iterationsschritt berechnet sich der Fehler als
Maximumnorm des Residuums der nichtlinearen Gleichung beziiglich der aktu-
ellen Ndherung und falls dieser kleiner als eine vorgegebene Genauigkeit EPSLN
ist, so wird die Iteration beendet und das Ergebnis in einer Datei ausgegeben.
Dies geschieht auch, wenn die maximale Iterationsschrittzahl ITMAX erreicht
ist. Zum Schreiben der Ausgabedatei dient die Subroutine AUSGABE. Damit
entspricht dieses Programm der in Abbildung 4.1 aufgezeigten Vorgehensweise.
Die Auswertung der Funktion zur Nullstellenbestimmung und ihrer Funktional-
matrix wird von der Subroutine INTERPOL durchgefiihrt. Dies erfolgt genau
nach der in Abschnitt 3.3 beschriebenen Weise, d.h. es werden die charakteristi-
schen Systeme entlang der charakteristischen Grundkurven, welche durch die den
Anfangswerten zugehorigen Punkten verlaufen, gelost, wobei die aktuellen Néhe-
rungen fiir die Anfangswerte auch als Anfangswerte bei der Integration dieser Sy-
steme fungieren. Gleichzeitig werden die zugehorigen Matrixdifferentialgleichun-
gen behandelt. Die gesuchten Losungswerte erhélt man dann durch Interpolation
aus den mit der Integration der charakteristischen Systeme gewonnenen Endwer-
ten. Dabei kann wahlweise lineare Interpolation aus jeweils den zwei benachbar-
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ten Werten oder Ubernahme des Werts, der zu einem Punkt mit néchsthoherer
t;-Koordinate gehort, erfolgen. Letzteres ist bei den in Abschnitt 3.3 erwédhnten
Spezialfiallen von Bedeutung. Die Variable IPMTH dient zur Wahl der Interpola-
tionsmethode und fithrt bei der Zuweisung 0 zur Ubernahme eines Werts und bei
1 zu linearer Interpolation. In der Interpolation mufl die Verschiebung der zu den
Endwerten aus der Integration gehorigen Punkten gegeniiber den zu den gesuch-
ten Losungswerten korrespondierenden Punkten beriicksichtigt werden, sowie die
Periodizitéat in ¢; zur Identifizierung von Punkten benutzt werden. Damit dies
vereinfacht geschehen kann, ist die Periode T} mindestens so grofl zu wéhlen wie
die Periode T, was aber keine Einschréankung bedeutet. Die Subroutine INDBER
berechnet daher den ersten Index der gesuchten Losungswerte, der mit den er-
sten beiden Endwerten aus der Integration linear interpoliert werden kann. Hier
werden auch die fiir die Interpolation benétigten Koeffizienten festgesetzt. Zur
Kontrolle wird jener Index und der Abstand vom Punkt des ersten Endwerts aus
der Integration zu dem des néchsten bendtigten Losungswerts in ¢;-Richtung,
der hier als KAPPA bezeichnet wird, auf dem Bildschirm ausgegeben. Ist ein
Endwert und die entsprechende Sensitivitdtsmatrix aus einem der Anfangswerte
berechnet, so werden diese mit den Interpolationskoeffizienten gewichtet und in
die entsprechenden Stellen des Felds der Funktion bzw. ihrer Funktionalmatrix
eingetragen.

Die Losung eines Anfangswertproblems des charakteristischen Systems und seiner
korrespondierenden Matrixdifferentialgleichung fiir die Sensitivitdtsmatrix zum
Anfangswert wird ndherungsweise von der Subroutine INTEGR durchgefiihrt.
Dabei integriert diese wie die Subroutine ODELSG in HRWP sowohl die ODE
als auch die Matrixdifferentialgleichung mit der Trapezregel, aus den bereits in
Abschnitt 4.2 erlduterten Griinden. Die resultierenden nichtlinearen Gleichun-
gen fiir die Naherungswerte der ODE werden wieder iiber das Newton-Raphson-
Verfahren mit genau IMAX Iterationsschritten approximativ gelost, wobei der
jeweils vorhergehende Losungswert als Startwert verwendet wird. Aus der Diskre-
tisierung der Matrixdifferentialgleichung entsteht in jedem Schritt nur ein linea-
res Gleichungssystem. Alle auftretende lineare Gleichungssysteme werden dann
direkt gelost. Die hierfiir benotigten Funktionalmatrizen berechnen sich durch
numerische Differentiation der Funktionen ¢ und f der MPDE aus dem gewohn-
lichen Differenzenquotienten mit der Schrittweite DELTA. Die Integration erfolgt
hier dquidistant mit der Schrittzahl SZHL, wodurch wieder eine bestimmte LR-
Zerlegung in zwei verschiedenen Schritten verwendet werden kann, wie dies in
Abschnitt 4.2 dargestellt ist.

Bei der Integration des charakteristischen Systems miissen die in der MPDE auf-
tretenden Funktionen ¢, f und b ausgewertet werden. Daher greift die Subroutine
INTEGR auf die Subroutinen NLQ, NLF und BETA zuriick, welche die jeweili-
gen Funktionswerte berechnen. Die Gestalt dieser Subroutinen ist an Beispielen
im File funktbsp.f verdeutlicht. Fiir die Methode hier geniigt es, die Funktion b
in BETA auf dem Bereich [0, 77 4+ T3] x [0, T5] zu definieren.
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Abbildung 4.3: Programmbhierarchie in CHARVERF

Bei der Losung der linearen Gleichungssysteme wird auf die gleichen LINPACK-
und damit BLAS-Routinen zuriickgegriffen wie im Programm HRWP. Eine Zu-
sammenstellung der Quellcodes dieser benétigten Subroutinen findet man im File
lgsls.f, der so mit dem Hauptprogramm zusammen kompiliert werden kann.

Die Hierarchie der Subroutinen des Programms CHARVERF ist in Abbildung
4.3 verdeutlicht, wobei die LINPACK- und BLAS-Routinen aus Griinden der
Ubersichtlichkeit nicht eingetragen sind.

Die Eingabedatei mit den Parametern mufl diese zeilenweise in der nun beschrie-
benen Abfolge enthalten.

o INTEGER-~Werte :

ANZ Anzahl der Anfangswerte

DMS Anzahl der Gleichungen in der MPDE

ITMAX Maximalzahl der Iterationsschritte

IPMTH Interpolationsmethode ( 0 oder 1)

SZHL Anzahl der Integrationsschritte bei der Losung des cha-
rakteristischen Systems

IMAX  Anzahl der Newtonschritte bei nichtlinearen Gleichun-
gen in der Integration

e DOUBLE PRECISION-Werte :
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EPSLN  Genauigkeitsvorgabe

DELTA Schrittweite bei der numerischen Differentiation der
Funktionen ¢ und f aus der MPDE

PERI1  Periode 77 in der ersten Veranderlichen

PERI2  Periode T, in der zweiten Verdnderlichen ( < T} )

e CHARACTER*20 :

IDATEI  Name der Eingabedatei mit den Startwerten
ODATEI Name der Ausgabedatei mit den Ndherungswerten

Der Inhalt und die Gestalt der Eingabe- und Ausgabedatei sind mit denjenigen
aus dem Programm HRWP identisch und wird in Abschnitt 4.2 erlautert.

Sind die Anfangswerte nun gegeben, so kann man nach diesem Verfahren auch
eine Ndaherungslosung auf einem uniformen Gitter im Rechteck [0, 71] x [0, T3] be-
stimmen, wie es bereits in Abschnitt 3.3 erwéhnt ist. Dazu dient das FORTRAN
77 Programm CHARLSG.

Das Gitter stimmt mit demjenigen aus HRWP in Abschnitt 4.2 iiberein, d.h. man
hat eine durch die Anfangswerte mit ANZ vorgegebene Anzahl der Gitterschich-
ten in t1-Richtung und eine mit SZHL wahlbare Zahl der Gitterschichten in der
to-Koordinate.

Wiederum werden die hierfiir benotigten Parameter vom Hauptprogramm aus
einer Datei eingelesen, deren Name beim Programmlauf iiber die Tastatur einge-
geben wird. Darauthin erfolgt der Aufruf der Subroutine CHLSG, welche dann
die Berechnung der Naherungslosung auf dem Gitter koordiniert und die Aus-
gabedatei schreibt. Hierzu wird fiir alle Anfangswerte jeweils am zugehorigen
charakteristischen System ein Integrationsschritt mit der Schrittweite T5/SZHL
durchgefiihrt. Mit den daraus gewonnenen Néaherungswerten werden dann die
Losungswerte in den Gitterpunkten der zugehorigen Schicht linear interpoliert,
wobei die Periodizitét in t; verwendet wird. Die Naherungswerte aus der Integra-
tion dienen als weitere Anfangswerte fiir den néchsten Integrationsschritt an den
charakteristischen Systemen. Sukzessive erhélt man auf diese Weise die gesuchten
Groflen in den Gitterpunkten durch erneute lineare Interpolationen.

Fiir die Interpolation wird der hier benétigte Index mit der modifizierten Subrou-
tine INDBER2 bestimmt. Die Subroutine TRAPEZ ist ebenfalls eine Abwandlung
von INTEGR, da man hier die Sensitivitdtsmatrix zu den Anfangswerten nicht
zu bestimmen braucht.

Die Subroutinen NLQ, NLF und BETA, sowie die iiblichen LINPACK- und
BLAS-Routinen, sind, wie oben beschrieben, einzubinden.

Die Eingabedatei mit den Parametern hat diese zeilenweise wie folgt zu enthalten.
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o INTEGER-~Werte :
ANZ  Anzahl der Anfangswerte
DMS  Anzahl der Gleichungen in der MPDE
SZHL.  Anzahl der Gitterschichten in ¢5-Richtung
IMAX Anzahl der Newtonschritte bei nichtlinearen Gleichun-
gen in der Integration

e DOUBLE PRECISION-Werte :

DELTA Schrittweite bei der numerischen Differentiation der
Funktionen ¢ und f aus der MPDE

PERI1  Periode 77 in der ersten Veradnderlichen

PERI2  Periode T3 in der zweiten Veranderlichen

e CHARACTER™*20 :

IDATEI  Name der Eingabedatei mit den Anfangswerten
ODATEI Name der Ausgabedatei mit den Néherungslosungen
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Eingabe- und Ausgabeidatei entsprechen ebenfalls von Inhalt und Gestalt her
denjenigen aus dem Programm HRWPLSG, das in Abschnitt 4.2 beschrieben

wird.



Kapitel 5

Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel sind zu Beispielgleichungen einer MPDE mit zwei Zeitraten nun
Néherungslosungen, die man mit den Implementierungen der Verfahren erhélt,
beziiglich ihrer Fehler dargestellt und verglichen.

Die Systeme haben also die Gestalt

dq(r)  Oq(x)
0ty Ots

= f(x) + b(t1,t2), (5.1)

wobei eine biperiodische Losung x(t1,t2) zu vorgegebenen Perioden 77 und 75
gesucht ist.

Daher werden Niherungen der Losung zu Gitterpunkten im Rechteck [0, 73] X
[0, T3] berechnet. Dabei ist das Gitter hier stets uniform und besteht aus den
Punkten ((j — 1)%, (i — 1)&) fiir j,i = 1,..., N + 1. Benétigt man fiir diese Be-
rechnung zunéchst Anfangswerte, so werden diese zu den Punkten ((j — 1)%,0)
mit j = 1,..., N bestimmt. Als Anzahl der Gitterschichten wird hier nur N = 20
und N = 40 betrachtet.

Da die bei den Testbeispiele in diesem Kapitel erhaltenen Losungswerte aus-
schlieBlich im Intervall [—1, 1] liegen und zudem viele GroBen nahe 0 sind, werden
nur absolute Fehler angefiihrt und keine relativen Fehler. Grafiken visualisieren
diese absoluten Fehler. Dazu werden jene fiir die Anfangswerte zweidimensional
iiber der Nummerierung j = 1,..., N ihrer korrespondierenden Punkte darge-
stellt. Die Fehler der Ndherungen auf dem Gitter sind dementsprechend dreidi-
mensional iiber den zugehorigen Gitterpunkten fiir 5,7 = 1,..., N+1 aufgetragen.
Dazu wird vom berechneten Wert stets die bekannte Losung oder eine Vergleichs-
grofle subtrahiert.

Die MATLAB-Funktion FDVERF berechnet die Naherungslésungen direkt auf
dem Gitter mittels der Finiten Differenzen Methode. Die FORTRAN 77 Pro-
gramme HRWP und CHARVERF bestimmen die besagten Anfangswerte nach
der Hierarchischen Randwertproblemlosung bzw. dem Charakteristikenverfahren.
Aus diesen Groflen werden dann mit den FORTRAN 77 Programmen HRWPLSG
und CHARLSG nach den analogen Verfahren die gesuchten Werte in den Gitter-

o4



5.1. TESTBEISPIEL 1 95

punkten erhalten. Nédheres zur Implementierung der Methoden und der Bedeu-
tung der festzusetzenden Parameter ist in Kapitel 4 ausgefiihrt.

Hier finden nur Untersuchungen von Ergebnissen bei der Behandlung der MPDE
statt und nicht moglicherweise daraus gewonnene Naherungen einer korrespon-
dierenden ODE. Testbeispiele dazu konnen in [1] gefunden werden.

5.1 Testbeispiel 1

In diesem Abschnitt soll eine skalare lineare MPDE der Gestalt (5.1) betrachtet
werden, deren Losung bekannt ist. Daher wird ¢(z) = = und f(x) = x gesetzt
und die Funktion b wird gerade so gewéhlt, dafl x(t1,ty) = sin(w;t;) sin(waty) mit
W = %.F_T fiir [ = 1,2 eine Losung der Gleichung ist. Dies wird kiinstlich erreicht
durch die Festsetzung :

b(ty,ty) = —sin(wity) sin(wats) + wy cos(wity) sin(wats) + wo sin(wyty) cos(wats)

In Abbildung 1.2 ist die Losungsfunktion qualitativ dargestellt. Zunéchst soll
das Grofenverhéltnis der Perioden nicht stark unterschiedlich und ungerade sein,
damit bei den Interpolationen im Programm CHARVERF keine trivialen Félle
auftreten. Deshalb werden als Perioden 77 = 11.5 und 75 = 1. vorgegeben.
Da die MPDE hier linear ist, sind auch die in den Verfahren auftretenden alge-
braischen Gleichungssysteme linear. Die Newton-Raphson-Verfahren liefern da-
durch bereits in einem Iterationsschritt die angestrebte Losung. Daher wird in
den Programmen nur ein Newtonschritt zum Losen dieser Gleichungen durch-
gefiihrt. Vorzugebende Startwerte fiir die Iterationen sind hier alle identisch 1.
gesetzt.
Die weiteren Parameter fiir die Funktion FDVERF lauten im einzelnen

N=N, M=N, K=1, ITERMAX=1, EPSILON=10"3, DELTA=10"°.
Fiir das Programm HRWP sind diese

ANZ=N, DMS=1, SZHL=N, IMAXA=1, IMAXI=1,

IMAXO=1, EPSA=10"3, EPSI=10"°, SIGMA=10"3, DELTA=10"°
und bei CHARVERF dann

ANZ=N, DMS=1, ITMAX=1, IPMTH=1,

SZHL=N, IMAX=1, EPSLN=10"3, DELTA=10"°.
Die folgende Tabelle zeigt die Ergebnisse aus den Programmdurchfiihrungen mit
N = 20 und N = 40. Dabei ist die Maximumnorm des Residuums bei dem al-
gebraischen Gleichungssystem des jeweiligen Verfahrens, der betragsméflig maxi-
male absolute Fehler der berechneten Naherungswerte zu den bekannten Losungs-
werten und die Nummer des Plots, der die absoluten Fehler zu allen bestimmten
Groflen zeigt, angegeben. Da die exakten Anfangswerte identisch 0. sind, stimmen
die berechneten Anfangswerte hier mit dem absoluten Fehler iiberein. Dieser ist
in den Grafiken fiir die aus HRWP erhaltenen Groflen mit einem Kreuz und bei
CHARVERF mit einem Kreis markiert.
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Verfahren Residuum | max. Fehler | Plot
FDVERF N =201 5.993-10"1Y 0.0162 1-3
FDVERF N =40 || 6.057-107° 0.0041 1-4
HRWP N =201 4.015-107" 0.0268 1-1
HRWP N =40 | 8.699-107" 0.0036 1-2
CHARVERF N =20 | 1.257-107 0.0019 1-1
CHARVERF N =40 || 1.537-107° 0.0005 1-2

Bei der Berechnung der Néherungslosungen in den Gitterpunkten aus den An-
fangswerten werden die Programme HRWPLSG bzw. CHARLSG mit analogen
Parametern verwendet. Dies sind bei HRWPLSG daher

ANZ=N, DMS=1, SZHL=N, IMAXI=1,
IMAXO=1, EPSI=10"% DELTA=10"¢

und fiir CHARLSG wiederum

ANZ=N, DMS=1, SZHL=N, IMAX=1, DELTA=107°5.

Dabei ergeben sich die folgenden absoluten Fehler, die in den angegebenen Plots
visualisiert sind und deren betragsméfliges Maximum tabelliert ist.

Verfahren max. Fehler | Plot
HRWPLSG N =20 0.0293 1-5
HRWPLSG N =40 0.0037 1-6
CHARLSG N =20 0.0201 1-7
CHARLSG N =140 0.0050 1-8
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Bei den Ergebnissen fallt nun auf, dal die Form der Fehler, wie sie in den Grafi-
ken dargestellt wird, fiir N = 20 und N = 40 bei jeweils einem Verfahren gleich
ist, d.h. sich nur durch eine Skalierung unterscheidet. Dabei differieren die bei-
den Fehler hier oftmals um etwa den Faktor 4, was durch die Verwendung von
Verfahren der Ordnung 2 bedingt ist. Bei dem Finite Differenzen Verfahren und
dem Charakteristikenverfahren hat der Fehler die Gestalt der gesuchten Losung.
Die Hierarchische Randwertproblemlosung zeigt eine andere Form des Fehlers auf-
grund der abweichenden Art der Berechnung der Naherung. Man erkennt nédmlich,
daBl in den einzelnen Schichten der inneren Randwertproblemlésung jeweils ei-
ne Schwingung im Fehler vorliegt. Beim Charakteristikenverfahren hat man zu
N = 20 ein regelméfiges Verhalten des Fehlers in der besagten Form, fiir N = 40
jedoch sind Unterstrukturen erkennbar. Insgesamt sind aber die maximalen Feh-
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ler bei allen drei Verfahren fiir identisches N in der gleichen Gréflenordnung.
Bemerkenswert ist noch, dafl die Fehler in den Anfangswerten fiir CHARVERF
viel geringer sind als bei HRWP, jedoch die maximalen absoluten Fehler auf dem
Gitter bei beiden zugehorigen Verfahren ungefiahr gleich sind. Bei der Hierarchi-
schen Randwertproblemlosung wird ndmlich das Maximum des Fehlers bereits
anndhernd in den Anfangswerten angenommen und beim Charakteristikenver-
fahren erst in der Mitte des Gitters.

Der Theorie aus Kapitel 3 entnimmt man, dafl die algebraischen Gleichungen
beim &duBeren Randwertproblem in der Hierarchischen Randwertproblemlésung
und der Periodizitdtsbedingung im Charakteristikenverfahren identisch sind. Je-
doch werden in den beiden Methoden die Funktion, zu der die Nullstelle bestimmt
werden soll, unterschiedlich berechnet. Die Ergebnisse hier zeigen, dafl beide Ver-
fahren brauchbare Ndherungen ergeben, d.h. die erhaltenen Funktionswerte in
den Verfahren sind nahezu gleich. Dann miiffiten auch die Funktionalmatrizen,
welche die differenzierbare Abhéngigkeit der Endwerte von den Anfangswerten
beschreiben, bei beiden Methoden iibereinstimmen. Es handelt sich dabei um
die Ausdriicke 2% aus den Gleichungen (3.7) bzw. (3.9). Bedingt durch die Vor-
gehensweise der Verfahren ist jedoch diese Funktionalmatrix in der Hierarchi-
schen Randwertproblemlésung voll besetzt und im Charakteristikenverfahren ei-
ne Blockmatrix.

Um dies ndher zu untersuchen, sind jene Matrizen bei dem hier vorliegenden Test-
beispiel nach der Verfahrensweise in den Programmen HRWP und CHARVERF
zu N = 20 ermittelt, wobei als Startwerte die exakten Anfangswerte 0 dienen.
Die iibrigen Parameter lauten wie oben. Die Funktionalmatrizen sind durch die
folgenden Abbildungen visualisiert, indem die Werte aus den Komponenten iiber
ihren Indizes aufgetragen werden. Dabei enthélt der Plot (1-9) die aus HRWP
gewonnene Matrix und der Plot (1-10) jene aus CHARVERF.
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Die Ergebnisse zeigen, dafl in der Funktionalmatrix aus HRWP die maximalen
Eintrdge gerade im Bereich der Bander aus der Matrix von CHARVERF vor-
liegen. Somit spiegelt sich die Gestalt der Charakteristiken auch in der Hierar-
chischen Randwertproblemlosung wider, die vom Verfahren her iiberhaupt keine
Kenntnis von dieser Struktur hat.
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5.2 Testbeispiel 2

Nun soll eine skalare lineare MPDE der Gestalt (5.1) mit zwei weit separierten
Zeitraten gelost werden. Hierzu wird die Gleichung aus Testbeispiel 1 mit den Pe-
rioden 77 = 1000. und 75, = 1. iibernommen. Damit ist die biperiodische Losung
wieder bekannt.

Die Programme werden daher fiir N = 20 und N = 40 mit den gleichen Para-
metern wie in Testbeispiel 1 ausgefiihrt. Einzige Ausnahme ist, dafl jetzt die An-
fangswerte mit dem Programm CHARVERF auch nach der bereits in Abschnitt
3.3 zu den Spezialfillen erlauterten Methode berechnet werden konnen, bei der
sich die Interpolation unterscheidet. Dies wird durch die Festsetzung des Para-
meters IPMTH=0 fiir die Ubernahme von Werten erreicht, wihrend IPMTH=1
die lineare Interpolation veranlafit.

Die Ergebnisse sind wieder in einer Tabelle aufgefiihrt.

Verfahren Residuum | max. Fehler
FDVERF N =20 5.993 - 10719 0.0162
FDVERF N =40 6.057 - 10710 0.0041
HRWP N =20 3.808 - 10~° 0.0307
HRWP N =40 1.769 - 10~° 0.0040

CHARVERF N =20 IPMTH=0 | 1.279-107° | 1.269 - 10~*
CHARVERF N =20 IPMTH=1 | 1.279-107° | 1.269 - 10~*
CHARVERF N =40 IPMTH=0 | 1.527-107° | 3.187-10~*
CHARVERF N =40 IPMTH=1 || 1.576-107Y | 3.188 - 10~

Dabei zeigt sich detaillierter, dafl die aus CHARVERF berechneten Anfangswerte
fiir IPMTH=0 von denen fiir IPMTH=1 bei N = 20 um weniger als 4.7 - 107°
und bei N = 40 um weniger als 1.2 - 107% abweichen. Daher sind in den Grafi-
ken hier nur die Anfangswerte aus HRWP und aus CHARVERF mit IPMTH=1
dargestellt. Jene sind fir N = 20 in (2-1) und fiir N = 40 in (2-2) aufgetragen.
Wieder tragen die Groflen aus HRWP ein Kreuz und die aus CHARVERF einen
Kreis.
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Diese Ergebnisse entsprechen bis auf kaum bedeutsame Abweichungen denen aus
Testbeispiel 1.

Aufgrund des geringen Unterschieds in den Anfangswerten sind auch die von
CHARLSG auf dem Gitter gelieferten Ndherungen fiir [IPMTH=0 und IPMTH=1
nahezu gleich und werden nur fiir letzteres aufgefiihrt. In der folgenden Tabelle
befinden sich wieder die betragsméfiig maximalen absoluten Fehler fiir die in allen
Gitterpunkten erhaltenen Werte.

Verfahren max. Fehler
HRWPLSG N =20 0.0332
HRWPLSG N =40 0.0043
CHARLSG N =20 0.0088
CHARLSG N =40 0.0024

Die Form der absoluten Fehler {iber dem Gitter ist hier die gleiche wie bei Test-
beispiel 1. Nur fiir CHARLSG mit N = 40 zeigt sich eine ebenso regelméafliige
Fehlerform wie bei N = 20, wiahrend in Testbeispiel 1 dort Unterstrukturen auf-
treten. Deshalb sind hierzu keine weiteren Abbildungen angefiihrt.

Erstaunlich ist aber, da CHARLSG nun eine genauere Naherung verschafft im
Gegensatz zu FDVERF und HRWPLSG, welche die gleichen Fehlergréfienord-
nungen wie in Testbeispiel 1 besitzen.

5.3 Testbeispiel 3

Jetzt wird eine skalare nichtlineare MPDE der Form (5.1) betrachtet, wobei die
Zeitraten sehr unterschiedlich sein sollen. Dazu werden die nichtlinearen Funk-
tionen ¢(z) = /1 — 0.5z und f(z) = x* gewihlt, welche in der Schaltungssi-
mulation durchaus auftreten. Als Erreger dient das typische Signal b(tq,t2) =
sin(wit1) sin(wsqty). Durch 77 = 1000. und T3 = 1. seien die Perioden festgesetzt.
Die Losung dieser MPDE ist unbekannt. Deshalb werden die auf dem Gitter mit
dem Finiten Differenzen Verfahren erhaltenen Néherungen und die in ihnen ent-
haltenen Anfangswerte in den Grafiken (3-1) bzw. (3-2) gesondert dargestellt.
Als Fehler der anderen Verfahren wird jeweils die Differenz aus deren Néherungs-
werten und den Auswertungen von FDVERF betrachtet, um die Ergebnisse ver-
gleichen zu kénnen. Diese Abweichungen haben aber keine Aussagekraft iiber die
Qualitat der Naherungslosungen, da willkiirlich die Finite Differenzen Methode
als Referenz verwendet wird.

Fiir die Newtoniterationen vorzugebenden Startwerte sind hier stets identisch 0.
gewihlt. Die Maximumnorm des Residuums soll nur kleiner als 1073 sein, denn
die bisherigen Beispiele haben gezeigt, dafl der Fehler zu den richtigen Losungen
bei den hier verwendeten Schrittweiten auch fiir kleineres Residuum grofler als
diese Zahl ist. Die Parameter fiir die Funktion FDVERF sind daher

N=N, M=N, K=1, ITERMAX=10, EPSILON=10"3, DELTA=10"°.
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Bei HRWP lauten sie dann

ANZ=N, DMS=1, SZHL=N, IMAXA=10, IMAXI=5,

IMAXO=2, EPSA=10"3, EPSI=10"% SIGMA=10"3, DELTA=10"°
und fiir CHARVERF schlieflich

ANZ=N, DMS=1, ITMAX=10, IPMTH=1,

SZHL=N, IMAX=2, EPSLN=10"3, DELTA=10"°.
Die folgende Tabelle zeigt die von den Programmen ausgefiihrte Anzahl an Iterati-
onsschritten und das dabei entstehende Residuum in der Maximumnorm. Zudem
ist der betragsméfiig maximale absolute Fehler in Bezug auf die Ergebnisse aus
FDVERF und die Nummer des Plots, der diese Fehler detailliert zeigt, angege-
ben. Die Anfangswerte sind mit den gewohnten Symbolen markiert.

Verfahren Schrittzahl | Residuum | max. Fehler | Plot
FDVERF N =20 3 2.898-107° — —
FDVERF N =40 3 2.225-107° — —
HRWP N =20 4 8.400 - 10~* 0.0888 3-3
HRWP N =40 3 2.077-107° 0.0266 3-4
CHARVERF N =20 3 2.443 .10~ 0.0273 3-3
CHARVERF N =40 3 5.074-107° 0.0059 3-4

Die Berechnung der Naherungen auf dem Gitter erfolgt mit HRWPLSG und
CHARLSG zu analogen Parametern, ndmlich

ANZ=N, DMS=1, SZHL=N, IMAXI=5,
IMAXO=2, EPSI=10"% DELTA=10"°
bzw.

ANZ=N, DMS=1, SZHL=N, IMAX=2, DELTA=10"°.
Dabei ergeben sich die nun folgenden Fehler.

Verfahren max. Fehler | Plot
HRWPLSG N =20 0.0896 3-5
HRWPLSG N =40 0.0266 3-6
CHARLSG N =20 0.0273 3-7
CHARLSG N =140 0.0059 3-8
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Besonders bei diesen Fehlerformen sind die Abweichungen in den Anfangswerten

nahe den Stellen t; = 0, ¢, = 1

und t; = 77 des zugehorigen Intervalls [0, T1].

Diese zeigen sich dann auch in ts-Richtung bei den Ndherungen auf dem Gitter
im Rechteck [0,71] x [0, T3]. Desweiteren sind die Abweichungen bei CHVERF

nicht so grofl wie fiir HRWP.

Bemerkenswert ist, dafl diese Anomalien nahe den Geraden t; = 0, t; = % und
wegen der Periodizitdt bei t; = T auftreten, wo die Losung verschwindet, nicht
aber lings jener Geraden parallel zur ¢;-Achse, wo die Losung ebenfalls bei 0 ist.
Darin findet sich die Struktur der Charakteristiken wieder, denn die charakteri-
stischen Grundkurven verlaufen hier sehr steil in ¢5-Richtung nahe den besagten
Geraden, bei denen die Abweichungen vorkommen. Instabilititen treten somit
dort auf, wo die charakteristischen Grundkurven in einem Bereich liegen, in dem



5.4. TESTBEISPIEL 4 63

die Losung nahezu verschwindet. Darauf deutet auch hin, dafl das Programm
CHARVERF fiir die Wahl IPMTH=0 hier nicht die Anfangswerte bestimmen
kann, da die dann zum Gleichungssystem gehorende Funktionalmatrix singulér
wird.

Andere skalare Testbeispiele mit der Funktion ¢, bei denen die Losung bekannt
ist, zeigen fiir moderates Groflenverhéltnis der Perioden bei den Programmen
hier normale Ergebnisse, wihrend fiir die Wahl T} = 100073 bei allen drei Ver-
fahren wieder die erwéhnten Abweichungen auftreten. Die nichtlineare Funktion
q verhélt sich also in dieser Hinsicht problematisch.

5.4 Testbeispiel 4

Als letztes wird nun ein nichtlineares System der Gestalt (5.1) aus zwei Gleichun-
gen untersucht. Die Perioden werden dabei mit 77 = 11.5 und 7, = 1. vorgegeben.
Es seien 1, x5 die Komponenten der gesuchten biperiodischen Lésung.

Die Funktion ¢ wird dabei mit ¢ = 0.1 gewé&hlt als :

Q(x)—(\/\/i::g;j>

Dadurch ist insbesondere die Funktionalmatrix von ¢ fiir Werte x1, 25 € (—o0, 10)
stets regulér. Desweiteren werden f und b so bestimmt, dafl

1 sin(w;ty) sin(wotsy)
x = = :
T sin(wity) cos(wats)
mit w; = QT—T fiir [ = 1,2 eine Losung des Systems ist.
Dies erreicht man durch Differentiation dieser Funktion und es ergibt sich :

o cos(wity) cos(wata)

C Wy A—cx Cwq 1—csin(wit1) cos(wata)

f - T 1_:cg 2 b= _T \/ cos(wltl)lsiln(wgtz)2 ’
Vi-czy

\/1—0 sin(w1t1) sin(wat2)

Die erste Komponente der Losung findet man qualitativ in Abbildung 1.2 darge-
stellt. Die zweite Komponente ist gerade die um —7 in fo-Richtung verschobene
erste Komponente.
Die gesuchten Anfangswerte sind daher fiir erstere identisch 0 und fiir die zweite
eine Sinusschwingung.
Es werden wieder Naherungslosungen zu N = 20 und N = 40 als Anzahl der Git-
terschichten berechntet. Die vorzugebenden Startwerte fiir die Newton-Raphson-
Verfahren in den Programmen sind stets auf 1. gesetzt.
Die iibrigen Parameter fiir die Funktion FDVERF heiflen dann

N=N, M=N, K=2, ITERMAX=10, EPSILON=10"%, DELTA=105.
Beim Programm HRWP lauten sie
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ANZ=N, DMS=2, SZHL=N, IMAXA=10, IMAXI=5,

IMAXO=2, EPSA=10"3, EPSI=10"% SIGMA=10"3, DELTA=10"°
und fiir CHARVERF hier

ANZ=N, DMS=2, ITMAX=10, IPMTH=I,

SZHL=N, IMAX=2, EPSLN=10"3, DELTA=10"°.
In der folgenden Tabelle sind die Ergebnisse in der gewohnten Weise aufgefiihrt,
wobei jetzt die absoluten Fehler in den einzelnen Komponenten betrachtet wer-
den.

Verfahren Schritte | Residuum | Komp. | max. Fehler | Plot
FDVERF  N=20| 2 | 1677207 |0
FDVERF N =d0| 2 | 1557107 o
HRWP  N=20 2| 76200107 g f GO L
HRWP N=d0| 2 |4sT107t 88225 ig
CHARVERF N = 20 9 |6.733-10°8 ; 882‘;’2 ﬂ
CHARVERF N = 40 2 7.255- 1078 ; 8:8333 j:;

In den Plots werden die Fehler in den Anfangswerten aus HRWP fiir die erste
Komponente der Lésung mit 'x’ und fiir die zweite mit "*’ dargestellt, wihrend
diese beim Charakteristikenverfahren durch ’o’” bzw. '+’ gegeben sind.
In der Berechnung der Naherungslosungen auf dem gesamten Gitter aus den An-
fangswerten ergeben sich jetzt andere maximale Fehler.
Die verwendeten Parameter fiir HRWPLSG sind dabei

ANZ=N, DMS=2, SZHL=N, IMAXI=5,

IMAXO=2, EPSI=10"% DELTA=10"°
und in CHARLSG dann

ANZ=N, DMS=2, SZHL=N, IMAX=2, DELTA=105.

Verfahren Komp. | max. Fehler | Plot
HRWPLSG N = 20 ; 81};8 f;f;
HRWPLSG N =40 | =
CHARLSG N =20 | e Rt
CHARLSG N =40 ; 8:8;32 —
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Die Fehler sind bei diesem System merklich grofer als fiir die bisher betrachteten
skalaren Gleichungen. Es ist aber wieder deutlich eine Konvergenz zu erkennen,
denn man hat hier bei Halbierung der Schrittweiten die fiir Verfahren der Ord-
nung 2 erwartete Viertelung des Fehlers. Lediglich die Hierarchische Randwert-
problemlosung zeigt dabei ein schlechteres Konvergenzverhalten.

Die Form der Fehler {iber dem Gitter unterscheidet sich bei einem der drei Verfah-
ren fiir N =20 und N = 40 damit nicht, da nur eine andere Skalierung vorliegt.
Deshalb sind auch nur Abbildungen fiir den Fall N = 20 aufgefiihrt.
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@7 (4-8)

Aus diesen Grafiken ersieht man, dafl die Fehler fiir jeweils eine Komponente
der Losung bei allen drei Verfahren von der gleichen Gestalt sind. Es handelt
sich dabei in den Anfangswerten stets um Sinusbogen. Die Formen iiber den Git-
terpunkten entsprechen Phasenverschiebungen und Skalierungen der gesuchten
Loésungskomponenten.



Schluflbemerkungen und
Ausblick

Das MPDE-Modell stellt einen interessanten Ansatz dar, um Probleme gewohn-
licher Differentialgleichungen in der Schaltungssimulation zu behandeln. Dabei
sind die Beziehungen zwischen MPDE und korrespondierender ODE in leicht
iiberschaubarer Weise gegeben.

Die theoretischen Resultate in dieser Arbeit haben gezeigt, dafl man die ODE,
wenn man die MVF-Darstellung ihrer Funktionen einbezieht, dann als ein charak-
teristisches Differentialgleichungssystem ihrer zugehorigen MPDE interpretieren
kann.

Fiir den Fall, dal das zur MPDE korrespondierende gewdchnliche Differential-
gleichungssystem keine differential-algebraische Gleichung darstellt, gelten auch
die iiblichen Sétze beziiglich dieses charakteristischen Systems, deren Beweise hier
durchgefiihrt sind. In diesen stellt sich jetzt heraus, dal die Zusammenhénge zwi-
schen ODE und korrespondierender MPDE sowie zwischen MPDE und deren cha-
rakteristischem Differentialgleichungssystem gerade diesselben sind. Durch den
Informationstransport bedingt enthalten namlich Losungen der MPDE entlang
gewisser Geraden sowohl Losungswerte der ODE als auch des charakteristischen
Systems.

Damit besteht ein Teil dieser Theorie auch bei den in der Schaltungssimula-
tion iiberwiegend auftretenden differential-algebraischen Gleichungen, den sog.
Differential-Algebraic Equations oder DAESs, denn die Sétze iiber die MPDE-
ODE-Relation gelten bereits fiir diesen Fall. Jedoch liegt im DAE-Fall keine dif-
ferenzierbare Abhéngigkeit von Anfangswerten im iiblichen Sinn vor. Daher ist
besonders fiir das Cauchysche Anfangswertproblem noch zu priifen, in welcher
Form es hierfiir verallgemeinert werden kann.

Das gleiche gilt fiir die hier betrachteten numerischen Verfahren, die zur Lésung
der MPDE dienen. Diese sind dort zu modifizieren, wo Ableitungen nach Anfangs-
werten eingehen. Bei der Finite Differenzen Methode sind diesbeziiglich keine
Verénderungen notwendig, da hier das Randwertproblem nicht auf Anfangswert-
probleme zuriickgefiihrt wird.

Die Ergebnisse zu den Testbeispielen in dieser Arbeit deuten darauf hin, daf eine
MPDE, die eine gleichméfig verlaufenden Losungsfunktion besitzt, ohne prin-
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zipielle Schwierigkeiten numerisch gelost werden kann. Die Erprobung der drei
numerischen Verfahren hat hier gezeigt, dafl alle ungefihr gleich gute Konvergen-
zeigenschaften bei den gewéhlten Testbeispielen besitzen. Desweiteren hat man
daher festzustellen, ob sich bei in den Anwendungen auftretenden grofien Sy-
stemen dann ein Verfahren durch besonders gute Eigenschaften gegeniiber den
anderen auszeichnet.

Die hier implementierten Methoden kénnen fiir die Benutzung in der Praxis noch
effizienter gemacht werden. Dabei sollte man die Hierarchische Randwertpro-
blemlésung nicht weiter verfolgen, da diese vergleichsweise zu aufwendig ist.
Das Charakteristikenverfahren besitzt genau wie dieses den Vorteil einer redu-
zierten Anzahl von Unbekannten und dadurch einer Speicherplatzersparnis, hat
jedoch einen deutlich geringeren Rechenaufwand. Um dieses effizienter zu gestal-
ten, ist eine geeignete Schrittweitensteuerung bei der Integration der impliziten
gewohnlichen Differentialgleichungssysteme zu entwickeln und zu implementie-
ren. Da zugleich mehrere solcher Systeme unabhéingig voneinander zu 16sen sind,
sollte man hierbei eine Parallelisierung auf entsprechenden Rechnern erwégen.
Die Finite Differenzen Methode kénnte von der Rechengeschwindigkeit her ver-
bessert werden, indem die sich durch das Newton-Verfahren ergebenden linearen
Gleichungssysteme iterativ gelost werden. Hierfiir ist ein auf die spezielle Gestalt
der Funktionalmatrix zugeschnittenes Verfahren zu finden. Auch sollte man spe-
zielle Methoden fiir grofle diinnbesetzte nichtlineare Gleichungssysteme auf ihre
Anwendbarkeit dort priifen.

Desweiteren sind Verfahren, welche auf dem Prinzip der Harmonischen Balance
beruhen, bei der Losung der MPDE in Betracht zu ziehen. Methoden dieser Art
sind in [1] angefiihrt. Ansétze der Harmonischen Balance fiir die ODE bzw. DAE
direkt konnen in [3] und [4] gefunden werden.

Insgesamt besteht also Grund, das MPDE-Modell in der Schaltungssimulation
weiterzuverfolgen.



Anhang A

Trapezregel bei ODE und
Matrix-ODE

ODE : % = f(t,z(t))

Matrix-ODE : 2 (%(m(t))g—"g(t)) = %(m(t))%(t)

Vorgegeben sei das Anfangswertproblem z(tg) = s.

Hier wird nun dquidistant mit Schrittweite h integriert, wodurch die Punkte

t; =to+1h mit 1 = 0,1, 2, ... ausgezeichnet sind.

Es seien X; und Z; die Ndherungen zu = bzw. g—i an der Stelle ¢;.

Bei Integration mit der Trapezregel ergibt sich fiir die ODE :

q(Xiy1) = q(Xi) + g Lf (i, Xa) + f(tin, Xig)]

Das Newton-Raphson-Verfahren angewendet auf diese algebraische Gleichung
fithrt auf die folgende Formel fiir die (v + 1)-te Naherung :

i+1 i+l oz i+1

-1
v+1 v v v
XY = x— (G - 55 x)
a(X ) = a(X0) = & [£(t X0) + it X))

Fiir die Matrix-ODE erhélt man mit der Trapezregel :

of
oz

9%
ox

Jq h
(Xit1)Zipa = %(Xi)zi + 5 {

of

(X3)Z; + a_x(Xi+1)Zi+1:|

Daraus resultiert durch Invertierung :

_ (0q hof “(0q hof
Zun = (St - 2500w (B + 5L ) 2
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Wird nun als Startwert der Newtoniteration der jeweils vorhergehende Néhe-
rungswert verwendet, d.h. XZ»(ﬁ)l = X, so stimmt die Matrix aus dem linearen
Gleichungssystem im i-ten Integrationsschritt der Matrix-ODE mit der des linea-
ren Gleichungssystems im ersten Newtonschritt des (i+1)-ten Integrationsschritts
bei der ODE fiiberein.



Anhang B

Inhalt der beiliegenden Diskette

Auf der Diskette sind die Quellcodes der beschriebenen MATLAB Funktionen
bzw. der FORTRAN 77 Programme enthalten.
Die zugehorigen Files werden im folgenden aufgelistet.

~fdverf.m Funktion FDVERF in MATLAB

—nlg.m Funktionen NLQ zu den Testbeispielen in MATLAB
—nlf.m Funktionen NLF zu den Testbeispielen in MATLAB
~beta.m Funktionen BETA zu den Testbeispielen in MATLAB

~hrwpl.f Programm HRWP in FORTRAN 77 mit dynamischen
Speicheranforderungen

~hrwp2.f Programm HRWPLSG in FORTRAN 77 mit dynami-
schen Speicheranforderungen

—charl.f Programm CHARVERF in FORTRAN 77 mit dynami-
schen Speicheranforderungen

—char2.f Programm CHARLSG in FORTRAN 77 mit dynami-
schen Speicheranforderungen

—char3.f Programm CHARVERF in FORTRAN 77 Standard
—char4.f Programm CHARLSG in FORTRAN 77 Standard

—lgsls.f LINPACK Routinen DGEFA, DGESL und BLAS Rou-
tinen DAXPY, DDOT, DSCAL, IDAMAX

—funktbsp.f Beispiele fiir NLQ, NLF und BETA in FORTRAN 77
—funkt.f NLQ, NLF und BETA aus den Testbeispielen
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